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Kapitel III: Lineare Abbildungen und Matrizen

3.1 Kapitel (II1.1): Grundbegriffe
3.1.1 Definition (IIl.1.a): Vektorraumhomomorphismus

Seien V, W K-Vektorrdume, dann heifit f : V — W K-linear (auch “Vektorraumhomo-
morphismus” oder “K-lineare Transformation”) wenn folgendes gilt:

(i) Yo,w e V: fv4+w)=f(v)+ f(w)
(ii) Yve V,VaeK: f(a-v)=a-f(v)

Zusammengefafit: f(av+ fw)=a-f(v)+ 8- f (w)

3.1.2 Beispiele fiir Vektorraumhomomorphismen
(a) f: V—>W:v+— 0=0w ist eine lineare Abbildung, denn
flo+w)=0w und f(v)+f(w)=0w+0w =0w
beziehungsweise
fla-v)=0w und a-f(v)=a 0w =0w
Diese linear Abbildung wird als “Nullabbildung” bezeichnet.

(b) V =K, W beliebig, w € W mit f: V - W: X X w ist eine lineare Abbildung,
denn

fFO+m)=A+p-w=rwtp-w=[fQA)+f(
beziehungsweise
flan=(a-N-w=a-(\-w)=a-f(
wobei A,z € V und « € K (Skalar)
(¢) Zur Erinnerung (, ) : R” x R” — R (Skalarprodukt). Fiir n =2 gilt:

2
<$7y> = Zmi “Yi
i=1
Die Abbildung (z,-) : R” — R ist R-linear, denn

(@, y+9) = (2,9) + (,9)
beziehungsweise
(r,0-y) = a-(2,9)
(schon zu Anfang der Vorlesung gezeigt in (1.3.1))
(d) Matrizen liefern lineare Abbildungen. Sei A € M,,, (K) = Menge der m X n-

Matrizen:
a1l ... AQin
Mm,n(K)BA: Dot a;; € K
aAm1 - - - Amn

wobeii=1,....mund j=1,... n.

a;; sind die Eintréige der Matrize A, wobei der erste Index i die Zeile und der zweite
Index j die Spalte bezeichnet.

AeM,,, (K)~ fa: K" — K™ mit

(Il,...,$n)i—> E a1j~zj,é a2j~xj,...,g aij'l'j,...,é Amj * Tj
J J J J
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Seite III-2 Lineare Algebra I - Vorlesung

Nehmen wir nun Bezug auf Beispiel (¢) so gilt:
A:($1,...,$n), fA:KnHKma fA(ylvvyn):Zz]y]
j=1

Spéter: Jede lineare Abbildung K" — K™ ist von der Form f4, A € M,, ,, (K).
Behauptung: f, ist K-linear.

Beweis: Seien z,2’ € K". Nun gilt:
(1) Fiir die Addition:

fale+a") = flei+al,... 2+, 2, +a)

= ,Za”(quLx;),
J

/
= ,E aij~xj+aij~xj,...
J

_ /
= ,E Ajj * Tjy... + ,E aiijj,...
J J

f(xl,...,xj,...,mn)—|—f(m/1,...,x;,...,m;)

= fa@+fa(@)
(2) Fiir die skalare Multiplikation:

fA(Oé.’,U) = fA(Oé'Il,...,OZ'IEj,...,Oé'ZEn)

= ,E aij-(a~xj),...
J
= e, E Qi = Ty
J
= - ,E Qij = Ty
J

= o f(x1,...,%5,...,%)

= Oé'fA(I)

Auch hier fiihren wir die Operationen bei (%) auf K zuriick.
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3.1.3 Satz (II1.1.1): Eigenschaften linearer Abbildungen
Es gilt:

(i) f(0v) =0w
(i) f(u—v)=f(u)—f(v)

Beweise:
Zu (i): Es gilt:
f(0)+f(0)=f(0+0)=f(0)

Subtrahieren wir nun f (0) so erhalten wir:

f(0)=0
(In dieser Art schon hiufig angewendet)
Zu (ii): Es gilt:

?
flu=v)=flut (=) =fw)+f(=v) = fuw)+(=f()=f(u)=[f()

Noch zu zeigen: f(—v) = —f(v) (Ein Homomorphismus respektiert die Inversenbil-
dung)
Wir kénnen dies auf zwei Arten zeigen:
Mittels Definition (IIT.1.a.i): f(u+v):= f(u)+ f(v)
Auf diesen Beweis bezogen gilt: f(v) + f(—v)=f(v+ (—v))=f(v—v)=f(0)=0
Nun betrachten wir den ersten und den letzten Term und subtrahieren f(v): =
f(=v)==f(v)
Mittels Definition (IIL.1.a.i3): f(a-v):=a- f (v)
Auf diesen Beweis bezogen gilt: f(—v) = f((-1)-v)=(-1)- f(v) =—f(v)

3.1.4 Satz (II1.1.2): Linearitit der Summe

Voraussetzung: f sei linear
Behauptung:

f(ZN'%‘) ZZ)\i'f(Ui)

Wir beweisen per Induktion (Skizze):

r—1
= / (Z Ai "Ui> +f (>\7 "UT)
=1

(k) -1

- Z)\i~f(vi)+)\r'f(vr)

= Z)\i'f(vi)

Anmerkung: Bei (x) geht die Linearitit, bei (x+) die Induktionsvoraussetzung ein,
fehlt hier in der Skizze ebenso wie die Induktionsverankerung.
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3.1.5 Satz (II1.1.3): Isomorphismen zwischen Matrizen und K-linearen Abbildungen

Zu jeder K-linearen Abbildung f : K" — K™ gibt es genau eine Matrix A € M,, ,, (K)
mit [ = f4. Mit anderen Worten:

Homg (K", K™) ~ M, . (K)

“~” bedeutet “Isomorphismus”

Beweis: M, ,, (K) — Homg (K", K™), A — f4

Behauptung: Diese Abbildung ist eine Bijektion.

Um Bijektivitit zu beweisen, zeigen wir, dafy die Abbildung injektiv und surjektiv
ist.

a) Injektivitit:

Zu zeigen: fo=fp = A=B

Dazu: j-te Spalte von A = f4 (e;) (als Zeile geschrieben), denn

fA(Bj):fA((),...,O,LO,...O) = (alj,agj,...,aij,...,amj)
j — teSpalte

Aus fa(e1),...,fa(en) wird A rekonstruiert, aus fg(e1),..., fs(e,) wird B rekonstru-
iert.

Daher: Wenn f4 = fg = Vj: fa(e;)=fsle;) = A=B
b) Surjektivitit:
Gegeben: f: K" — K™ ist K-linear. Falls f = f4, dann notwendigerweise:

(| !
A= fle) fle2) -+ flen)
Lo !

(Einheitsvektoren als Spalten geschrieben)
Sei f (e;) = (a1j,a25,...,am;) fiir j =1,...,n. Fiir die Matrize A gilt:

A= (ay;) firi=1q,....m und j=1,...,n

Nun gilt fiir f:

flx,...,zp)

FAY wieei | =D a5 f(e))
j=1 j=1

n
= E xj~(a1j,...,aij,...,amj)
j=1

n n n
E alj-mj,...,g aij-xj,...,g amj-xj
Jj=1 Jj=1 Jj=1

fa(zy, ... x,)

Das heifst: f = fa.
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3.1.6 Definition (II1.1.b): Vektorraumhomomorphismus Homg (V, W)

V, W seien K-Vektorrdume. Wir definieren Homg (V, W) :={K-lineare Abbildungen
von V nach W}. Lies “Homg (V, W)” als “Homomorphismus K von V nach W”:

Homg (V,W):={f:V - W: K- linear}
Homg (V, W) ist ein K-Vektorraum.
Verkniipfungen: f,g € Homg (V, W).

(i) f+ g € Homg (V, W) definiert durch (f +g) (v) := f (v) + g (v)
Schon gezeigt: f + g ist K-linear.

(ii) o f € Homg (V, W) definiert durch (- f) (v) :==a- f (v)
Schon gezeigt: « - f ist K-linear.

3.1.7 Satz (II1.1.4): Homg (V, W) ist ein K-Vektorraum

Fiir den Beweis ist zu zeigen:

(i) f+g€ Homg (V,W) und a- f € Homg (V,W)
(ii) Homg (V, W) ist Abelsche Gruppe

(iii) die weiteren Vektorraumaxiome

Beweise:

?
Zu (i): f+ g ist wieder linear: (f+¢g)(v+w) = (f+9g)(v)+ (f+9) (w)
Fiir die linke Seite gilt:

Def. f, glinear
(f+gwtw) = flotw)+gwtw) = f)+f(w)+g)+g(w)

Fiir die rechte Seite gilt:

Def.
(f+9) W+ (f+g)(w) = [f)+[f(w)+g)+g(w)

Also ist die linke gleich der rechten Seite.

Kommutativitit und Assoziativitit sind erfiillt, weil V, W Vektorrdume sind.
?

Noch zu zeigen: (f+g)(a-v) = a-[(f+9g) (v)]

Fiir die linke Seite gilt:

Def. f, glinear
(f+g)(a-v) = [flav)+gla-v) = a fv)+a-g(v)
Fiir die rechte Seite gilt:
Def. Distr.
a [(f+9) ()] = a-[f(v)+g@)] = a f(v)+a-g(v)

Also ist die linke gleich der rechten Seite.
= Homyg (V, W) ist linear.
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Zu (ii): Abelsche Gruppe - zu zeigen: (f+g)+h=f+(g+h)

Zwei Abbildungen sind gleich, falls sie fiir alle Argumente dieselben Werte liefert.
Wihle v € V beliebig.

Fiir die linke Seite an der Stelle v gilt:

(f+9) (W) +h@)=(f(v)+g(@)+h(v)=f()+g@)+h()

Nun gilt fiir die rechte Seite an der Stelle v:

f@)+(g+h)(v)=f(v)+(g)+h(v)=f()+g@) +h()

Also sind die rechte und die linke Seite gleich, daher (W, +) Gruppe.
0:V—-W, v—0w
Neutrales Element beziiglich der Addition:

(f+0)(v) = f(v) +0(v) = f(v) + 0w = f (v)
Also: f+0=f=0+f
Inverses Elemente beziiglich der Addition: (—f) (v) := — (f) (v):

(F+ (=N @)= F )+ (~F () = £ (0) = f (2) =0

Zu (iii): weitere Vektorraumaxiome:

Als Beispiel: [a-(f+g)](v)=[a-f+a-g](v). Es gilt:

Def. Def. Distr.
- (f+9l) = o [(f+9) W] = a[flo)+g@)] = a-f)+a g(v)
Def. Def.
= (- N +(@g ) = (a-ft+a-g)(v)

Ergebnis: Homg (V, W) ist wieder K-Vektorraum

Wir kénnen nun auch Homg (V, W) iterieren und erhalten wieder einen K-Vektorraum:
Homg (U, Homg (V, W))

ist wieder K-Vektorraum.

3.1.8 Anmerkungen zum Beweis von Satz (II1.1.4)
Es gilt:
(1): +,- Verkniipfungen auf Homg (V, W)

(i) und (éii): Vektorraumaxiome fiir die Verkniipfung

Wir kénnen auch andere Verkniipfungen betrachten. Wir kénnen zum Beispiel defi-
nieren:

f'+g=f+g?
Aber fiir V=R", W =R mit
(' +9) (v) = f (v) + (9(v))*

handelt es sich nicht mehr um eine lineare Abbildung.
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3.1.9 Beispiel: Der Dualraum V*
Der Dualraum V* ist definiert durch V* := Homg (V,K)
Anmerkung:

K ist (auf natiirlichste Weise) K-Vektorraum: K = K'.

(a) = a (Einstupel)

Addition und skalare Multiplikation sind definiert wie iiblich
Sei V definiert durch V := K? = {(a,b) : a,b € K}

Nun definieren wir die Projektionen 7,7 m (a,b) = a, m(a,b) —b

Bei den Projektionen handelt es sich um lineare Abbildungen , denn:

!
m (- (a,b) + 8- (d,b)) = a-m (a,b) + -7 (a',b)

Veranschaulichung der Projektion:

To (a,b)

\j

a
Abbildung ITI-1: 7 (a,b) = a und 73 (a,b) = b

Nachweifd der Linearitit:

linke Seite = m (a-(a,b)+3-(d,}V))
= m(a-a+pB-d,a-b+3-b)
= a‘a+ﬂ.a/

= a-m(a,b)+ B m (a',b') =rechte Seite

Weiter: Einige weitere lineare Abbildungen A : V — K.

Sei dazu vy,...,v, eine Basis von V. Jedes v hat eine eindeutige Darstellung in dieser
Basis:

n
vzg r;-v; wobei xz; €K
i=1

Nun gilt: \; (v) =: z; (der i-te Koeffizient)

Behauptung: \; € V*
Beweis: Fiir die Linearitit zu zeigen:

(1) Ai (v+w) =X (v) + Ai (w)
(i) A (a-v)=a- X (v)
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n n
Seien v und w gegeben als Linearkombination: v = E Ti-v;, W= g Yi * v
i=1 i=1
n

Nun gilt: v +w = sz ~vi,+2yi cv; = Z(Il +yi) v

i=1 i=1 i=1
Auferdem gilt: \; (v+w) =x; +y; = A (v) + i (w).
Analog beweisen wir: \; (a-v) = a- A; (v)
Fiir die Einheitsbasis e, e gilt: (a,0) =a-e; +b-ex=m -1 + 72 - ea. Also: m; = ;.
Bisher: Basis vy,...,v, liefert lineare Abbildungen \;,..., )\, : V —- K
Behauptung: )\,...,\, ist Basis von V* (= dimgV* = dimgV)

Beweis: Zu zeigen: Aj,..., )\, ist ein linear unabhingiges Erzeugendensystem. Das
heifit:

=1

(ii) Zai -A; = 0 (Nullabbildung) = alle o; =0

i=1

Einige Eigenschaften der Abbildung \;:

Ai(vi)=1,denn v; =0-v1+...4+0-v,1+1-0;,+40-vi41+...+0 v,
Ai(vj))=0,denn v; =0-v1+...+0-vj_1+1-v;+0-vj41+...+0-v, fiir j #1

Symbolische Notation: \; (v;) = d;;. Wir als Kronecker Symbol bezeichnet:
1 i=y
% = { 0 it

Gegeben: \: V — W. Es gilt:\ (Z T ~vi> = sz A (v;)

i=1 i=1
A(v;) € K (es handelt sich um einen Skalar). Es gilt: z; = )\; (v). Setzen wir ein, so
erhalten wir:

Also: \ = Z A(wi) A = A1,...,\, ist Erzeugendensystem.
i=1
Behauptung: ),..., )\, sind linear unabhéingig.

n
Beweis: Sei g a; - A = 0. Setzen wir nun v,, ein, so erhalten wir:
i=1

OZO(UiO):ZOéi' )\1‘(’01'0) = Q4
=1 ——
(%)

Anmerkung: Bei (x) handelt es sich um ein Kroneckersymbol.
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Laut Ubungsblatt gilt: dim (Homg (V,W)) = dim (V) - dim (W)

Nun:
11 ... d1n
Homyg (K", K™) = Mmn (K) = {(as;), i €K} = [ :
Am1.-.-AUmn
wobeii=1,....,mund j=1,...,n.
Nun gilt:
fA <« A
falzy,..oo2n) = (y1,...,yn) wobei y;= Zaij (T
j=1

Wie kann man sich dies merken?

— 1—teZeile — |- ac.j — Y
T
Als Spaltenraum auch als Spaltenvektor geschrieben:

n
=x1-V1+...+Tpy Un
Yn

wobei v; der i-te Spaltenvektor von A ist.

n n
E €Ti - Uy = E Tj Uy
i=1 7j=1

——
nicht gut! besser!

Beweis:

da es sich um den j-ten Spaltenindex handelt. Nun gilt:

Oélj
n n . n n
E xjwvj:g zj o5 7 :E — qrx; — | = E Qi - T
j=1 j=1 j=1 j=1
Oémj

Anmerkung: Es handelt es sich um jeweils die i-te Spalte.

Nach allgemeinen Uberlegungen ist Homg (K™, K™) ein K-Vektorraum. Wegen der
Identifizierung mit M,, ,, (K) gibt es auf M,, ,, (K) eine K-Vektorraumstruktur.

Wie sieht diese Identifizierung aus?
Addition und skalare Multiplikation:
A+ B wird definiert durch fa,p = fa+ fB

«a - A wird definiert durch f,. o =« fa

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §1: Grundbegriffe
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Dazu: f ~~ A = beschreibende Matrix. Nun gilt:

T

A= f(e5)
!

—

j — teSpalte

falls f = fa. Daraus: j-te Spalte von A+ B: (fat+p)(e;) = fa(e;) + fB (e;) - sprich die
j-te Spalte von A plus die j-te Spalte von B.

Additionsformel:
(ij) + (Bij) = (s + Biz)
wobeii=1,....,mund j=1,...,n.

Hier nun ein Beispiel in Z/75:
16 5 1 -1 0
(7 §)+(6 _—2)—( 0 _—1)
Die skalare Multiplikation ist analog zu behandeln:

A (aij) = (N - i)

wobeii=1,....,mund j=1,...,n.

Hier nun ein Beispiel fiir R:

0. (16 4Y)_ (1 60 40
08 0)"\0 8 0

3.1.10 Definition (III.1.c): Kern (f) und Bild (f)
f:V —> W sei K-linear, dann definieren wir

Kern(f):={veV|:f(v)=0}, Bild(f):={weW|FweV:f(v)=uw}

3.1.11 Satz (II1.1.5): Kern(f) und Bild (f) sind Untervektorrdume

Kern (f) und Bild (f) sind Untervektorrdume von V beziehungsweise W.

Um zu zeigen, dafl U ein Untervektorraum ist mufl gelten:

(i) K-UCU
(ii) U+UCU
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Beweis:
Zu (i): Stets fiir eine lineare Abbildung: f(0) = 0= {0} € Kern (f)
Seien u,v € Kern (f), dann gilt:

flu+v)=f(u)+f(v)=0+0=0
Sei a € K, v € Kern(f), dann gilt:

flarv)=a - f(v)=a-0=0

Zu (ii): 0 € Bild (f), da f (0) = 0 im Allgemeinen fiir lineare Abbildungen.
Seien w,w’ € Bild (f). Dann gilt:

w=f (), 0 = f(W) = wtw = f @)+ F () = f (v+2) € Bild (f)

Sei a € K und w € Bild (f). Dann gilt:

w=fw) =>aw=a-f)=[f(av)eBild(f)

3.1.12 Verkniipfung linearer Abbildungen
Seien V, W, Q K-Vektorrdume, wobei h, g K-linearen Abbildungen sind:
fog
Y

V—W——=0

f 9

Abbildung ITI-2: Verkniipfung von f und g

Zur Erinnerung: (go f) (v) =g (f (v))

3.1.13 Sitzchen (II1.1.6): Sind g, f K-linear, so ist auch go f K-linear.

Beweis:
Def.
(gof)(a-u+p-v) = g(f(a-u+pB-v))
f linear
= g-(a-fu)+6-f(v))
g linear
= a-g(f(u)+8-g(f(v)
Def.

= a-((go f) ) +8-((gof) ()

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §1: Grundbegriffe



Seite I11-12 Lineare Algebra I - Vorlesung

3.1.14 Matrizenmultiplikation

Wir hatten:

wobei A — f4 mit

n
fA(Il,...,$n): Za1j~xj,...,2amj~xj

j=1 j=1
Fiir A gilt in diesem Fall:
ai] ... AQinp
A= i :
aAm1 - - - Amn

Schon gezeigt: Die Abbildung ist bijektiv, denn zu jedem F' € Homg (K", K™) existiert
genau eine Matrix A mit F' = f4 (Siehe (II1.1.3))

Nun gilt fiir die Matrizenaddition: A + B ist definiert durch:

fays = fa+ fB

dies entspricht der komponentenweise Addition.
Analog ist die skalare Multiplikation einer Matrix definiert:

Hra=X-fa

3.1.15 Definition (III1.1.d): Matrizenprodukt

Seien A € M,,, - (K), B € M, , (K). Dann heifit die durch

faB=1faofB
eindeutig festgelegte Matrix A - B Matrizenprodukt von A und B:

M, (K) x M, , (K) — M, (K)
(A,B) — A-B
Sei A = () mit 4 = 1,....m und j = 1,...,7r und B = (§;;) mit ¢ = 1,...,r und

j=1,...,n. Dann gilt:

C=A-B=08) _1,...m
i=1...,n

Wihle j € {1,...,n} fest, e; = (0,...,0,1,0,...,0) wobei die 1 an der j-ten Stelle steht.
Nun gilt:

(vljaavmj) :fA-B (ej) = fAOfB (ej) :fA (ﬂljaaﬂ?ﬂ]) = <Za1k '6k’ja"'azamk 61{2])
k=1 k=1

Das heifst: .
Yij = Z ok - Brj
k=1
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Hier nun ein Rechenschema fiir die Matrizenmultiplikation:

aip o B -+ Bin 71 Yin
Qi1 Qi = : Vij
Qp1 - QA 57'1 e . 'ﬁrn TYm1 o TYnm

Abbildung ITI-3: Rechenschema, fiir die Matrizenmultiplikation

Voraussetzung fiir eine Matrizenmultiplikation A - B ist, daff die Spaltenzahl von A
der Zeilenzahl von B entspricht.

Hier zwei Beispiele fiir die Matrizenmultiplikation:
a) A-B= ( 123 ) . ( 1 0 > ist nicht definiert, dafl die Spaltenanzahl von A (3)
n

1 1 1 1
ungleich der Zeilenzahl von B (2) ist.
3
1

moa-(1 1) 11)-(ad)

3.1.16 Satz (II1.1.7): Rechenregeln fiir Matrizen

Sei K ein Kérper, m,n,r,s € N, A € R, A/ A € M,,, (K), B,B' € M,,,, (K) und C €
M, ., (K). Es gilt:

(i) M, (K) ist K-Vektorraum der Dimension m - n.
(ii) (A-B)-C=A-(B-C) (Eine Art von “Assoziativitit”)
(iii) A- (B+B') = A-B+ A- B’ bezichungsweise (A+ A')- B=A-B+ A'- B (Eine Art
von “Distributivitit”)
(iv) (A-A)-B=X-(A-B)=A-(\-B)

Beweise:
Zu (i): Die Axiome iibertragen sich von Homg (K", K™) aus M,, ,, (K) vermoge f4 — A.
Es gilt:
0---0
O=1{ "z |, — (aij) = (o)
0---0
Der Beweis erfolgt in Aufgabe 1 auf Ubungsblatt 11.
Zu (ii): Es gilt:
Def. Def. Ass. Def. Def.
faasyc = fapofc = (faofp)ofc = fao(fsofc) = fao(fec) = fao)
Da die Funktionen dquivalent sind gilt auch fiir die Matrizenmultiplikation
(A-B)-C=A-(B-C)
Zu (iii): Es gilt:
Def. Def.
Ja.B+B = faofpip = fao(f+ fB)

f linear Def. Def.
= faofp+faofp = fap+fap = fapirap

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §1: Grundbegriffe
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Da die Funktionen Aquivalent sind gilt auch fiir die Matrizenmultiplikation
A-(B+B)=A-B+A-B

Der zweite Teil des Beweises erfolgt analog.
Zu (iv): Es gilt

Def. f linear
fovays = faaofs = (A-fa)ofs
Ass. Def. f linear
= X(faofB) = X-fap = franb
beziehungsweise:
Def. f linear Ass.
fona)B =  fraofe = (Afa)ofs = X-(faofB)
Ass. Def. Def.

= fao(A-fB) = faofas = fao.B

Bemerkung: (i) — (iv) sind auch direkt mit der Formel nachweisbar, dies ist aber sehr
aufwendig.

Oft betrachten wir auch folgenden Spezialfall: M, (K) = M,, ,, (K) (quadratische Ma-
trize) ist Ring beziiglich +, - mit “Eins” F,:

1 ... 0
En = . . .
0 ... 1
ist neutral beziiglich der Matrizenmultiplikation (Dies ist einfach nachzurechnen).

Fiir n > 2 ist die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ und besitzt Nullteiler.

Hier ein Beispiel
0 1Y) (00 _ 0 1
0 0 0 1 o 0 0

(01) (o) = (50)

Lineare Abbildungen kénnen als Matrizenmultiplikation gedeutet werden:

n n n
A= (Oéij) <—>fA(I1,...,.Tn): Zaljxj,...,Zaijxj,...,Zamjxj
Y Jj=1 Jj=1 j=1

€ M, (K)
= (yla s aym)
Dann gilt das folgende Lemma:
T1 Y1
A. =
Tn Ym
wobei (z1,...,2,) bezichungsweise (yi1,...,y,) in Form einer (n x 1) beziehungsweise

(m x 1)-Matrix behandelt wird.
Daher: Oft Spaltenvektoren anstatt von n-Tupel.
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3.2 Kapitel (II1.2): Dimensionsformel und Homomorphiesatz
3.2.1 Definition (II1.2.a): Mono-, Epi-, Iso-, Endo- und Automorphismus

Seien V, W K-Vektorrdume und sei f: V — W linear. Nun definieren wir:

f Monomorphismus (monomorph) :& f  injektiv
f Epimorphismus (epimorph) :& f  surjektiv

f Isomorphismus (isomorph) :& f  bijektiv

f Endomorphismus (endomorph) & V=W

f Automorphismus (automorph) :& f isomorph und endomorph

3.2.2 Satz (II1.2.1)

Sei f: V —- W und K-linear.

Dann gilt: f ist Isomorphismus = f~! ist Isomorphismus.
Beweis: Es ist klar, da f~! existiert, da f bijektiv ist.
Nun ist noch zu zeigen: f~! ist K-linear.

Seien vy,v2 € V, A1, A € K. Dann ist

f(f_l()\l'U1+)\2'U2)) = )\1'U1+)\2'U2=)\1'f(f_1(v1))+)\2'f(f_1(1}2))
linear

= Fu )+ f Qe T ()
Es folgt, da f injektiv ist: = f~1 (A 01+ X2 v2) = A1 fH(v1) + Ao f71 (v2)

Bekannt: Kern von f <V, Bild von f < V. f ist injektiv & Kern f = {0} (Aufgabe
auf Blatt 11).

3.2.3 Satz (I11.2.2)

Seien V, W K-Vektorraum, K ein Kérper. V habe die Basis (v1,...,v,). Sei (wi,...,wy,)
eine geordnete Familie aus W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung FF': V - W
mit F (v;) = w; fiir i = 1,...,n. Weiterhin gilt:

(1) F(V)=(w1,...,wp)

(ii) F injektiv <  wi,...,w, sind linear unabhingig

Beweis:
Eindeutigkeit: Seien F,F :V — W K-linear mit F (v;) =w; = F (v;) fiir i =1,...,n.
Sei v € V beliebig, dann gibt es \;,..., A\, e Kmit v =X\ -v; +...+ A\, - v,. Es folgt:

F<i1)\v> Z,\ F () = Z/\ F(v) = <Z/\ v1>~ v)

Also: F = F.

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Dimensionsformel und Homomorphiesatz
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Existenz: Sei v € V beliebig, dann existieren eindeutig bestimmte \;,..., A\, € K mit
n
v = Z )\1 Uy
i=1

Setze F (v) := Z Ai - w;. F ist linear (nachrechnen). Es ist v; = Zéij - v;
i=1 i=1

(9;; ist das Kroneckersymbol). Es folgt: F (v;) = Zéij cw; =w; fiir j=1,...,n.
i=1

Aus der Definition von F im Existenzbeweis sieht man: F (v) = (wy,...,wy).

Folgerung: {f: K" — V : fist Isomorph} ~ {geordnete Basen von V}

Dabei bezeichnet “~”, dafy die Abbildung eine Bijektion ist. Es gilt:

2

wobei @y definiert ist durch ¢y (¢;) := v;.

Hier nun ein oft angewandter Trick um Bijektivitit zu zeigen:
fog=id = f surjektiv und g injektiv
gof=id = ¢ injektiv und f surjektiv

Beweis: Sei 2 = (v1,...,v,) eine Basis von V. Nun gilt:

Def.
ToORA) =T (po) = (paler),....,oalen) = (v1,...,0n)=A=ToO=id

Andererseits: Sei f: K" — V Isomorphismus. Nun gilt:

Def.
[©cy(fl(ei) = pup (ei) = (V) =[(e)

fiir i =1,...,n. Nach Satz (II1.2.2) folgt: O o U (f)=f = ©o¥ =id. Also handelt
es sich bei © und ¥ um Isomorhismen.

3.2.4 Satz (I11.2.3): Dimensionformel (Hauptsatz )
Dimensionsformel fiir lineare Algebras:
dim (V) = dim (Kern (f)) + dim (Bild (f))
Zur Erinnerung:
Kern(f)={veV: f(v)=0}
Bild(f)={weV:veV:iw=f(v)}

Vorbemerkung: f:V ~ W (Isomorphismus) = dim (V) =dim (W).

Beweis: Seien v1,...,v, eine Basis von V = f(v1),..., f (v,) bilden eine Basis von W.
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Beweis von Hauptsatz (I11.2.3):
Fiir f gilt: Kern (f) <V, wihle ein Komplement U zu Kern (f). Dann:

f
V = Kern(f)oU - W
\u;/ —+ \ui/ — f(u1 +U2) = f(U1) +f(u2) = f(UQ)
Kern (f) U =0

Anmerkung: “®” ist die direkte Summe: U;¢U; =V < U;+Uy =V und U;NU, = {0}.
Daher: f (V)= f(U), nun betrachten wir f[,:U — f(U) = f (V).
Behauptung: f|; — f (V) ist ein Isomorphismus.

Um einen Isomorphismus zu zeigen miissen wir nachweisen:

fly ist linear (Klar, da f linear)
fly ist surjektiv (Beweis siehe oben)

fly ist injektiv

Anmerkung: g linear, injektiv < Kern (g) = {0}

Es ist Kern(f|y) = {ueU: f(u) =0} = UnKern(f) = {0}, weil U Komplement von
Kern (f) laut Voraussetzung.

(%)
Daraus folgt: dim (V) = dim (Kern (f)) + dim (U) = dim (Kern(f)) + dim (Bild (f))

Zu (x) siehe Vorbemerkung.

Zur Erinnerung: rg(f) =dim(f(V))=dim (Bild(f))
——
Rang

Die Dimensionsformel fiir diesen Fall lautet:

rg (f) = dim (V) — dim (Kern (f))

3.2.5 Satz (I11.2.4):

Seinen V, W K-Vektorrdume und dim (V) = dim (W), f : V — W sei einen lineare
Abbildung. Dann sind dquivalent:

(i) f ist isomorph
(ii) f injektiv

(iii) f surjektiv

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Dimensionsformel und Homomorphiesatz
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Beweise:
(1) = (i7): Klar (Siehe Definition Isomorphismus)
(19) = (i91): [ injektiv = Kern (f) = {0}.

—~

*
Nach Satz (I11.2.3) folgt: dim (f(V)) = dim(V :) dim (W) Anmerkung: (%) nach
Voraussetzung. Also: (V) < W, dim(f(V)) = dim (W) = f(V) = W (Der letzte
Schluff geht zuriick auf die Basisergiinzung)
(791) = (i): Nach Voraussetzung: f (V)= W.

*

Nach der Dimensionsformel: rg (f) = dim (Bild (f)) = dim (W) (:) dim (V)
Anmerkung: (%) nach Voraussetzung. = dim (Kern(f)) =0 = Kern (f) = {0} = f ist
injektiv = f ist bijektiv.
Der Schluff f ist injektiv = f ist bijektiv ist imn Allgemeinen falsch. Der Schluf} ist
allerdings in zwei Fillen richtig:

(i) f linear, f: V — W wobei V, W K-Vektorrdume sind und dim (V) = dim (W)

(ii) Seien V, W endliche Mengen: f:V — W und |V| = |W]| (Kardinalitit der Mengen
ist gleich)

3.2.6 Satz (II1.2.5)

Fiir endlich dimensionierte Vektorrdume V, W sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) V~W (V und W sind isomorph)
(ii) dim (V) = dim (W)

Beweise:
(1) = (i7): Siehe Vorbemerkung
(i4) = (i): Seien vi,...,v, eine Basis von V und wy,...,w, eine Basis von W. Nach

Satz (II1.2.1) existiert eine lineare Abbildung f: V — W mit f (v;) = w;.

Zur Erinnerung: f (3" A -v) => N f(vi) =D A - w;e

f:V—>Wistlinear, (V) = (f(v1),..., [ (vn)) = (w1,...,w,) = W. Also: f ist surjektiv.
Nach Satz (I11.2.4) folgt: f ist isomorph.

3.2.7 Klassifikation in der Mathematik

Zur Struktur gehort immer ein Isomorphismus (strukturvertrégliche Abbildung)
Klassifikation:

(i) Liste von paarweise nicht isomorphen Strukturen (zum Beispiel Gruppen
oder K-Vektorridume)

(ii) Beweis, daR jede Struktur (unter Betrachtung: zum Beispiel Gruppen oder
K-Vektorrdume) isomorph zu einer Struktur auf der Liste ist.

Beispiel: Strukturen sind K-Vektorrdume, wobei K fest ist. Isomorphismen sind
K-lineare Bijektionen. Die Liste besteht aus {{0} JKEK2? LK }

Beweis:

neNp

(i) ist klar
(ii) dim (V) =n, VK"
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3.2.8 Faktorrdume

Situation: U < V. Wir konstruieren V/y (Faktorraum) - sprich “V modulo U” oder
“V nach U”

Analogie: n-7Z C Z: beziiglich der Addition Untergruppe. Konstruktion von Z/,
mittels der Aquivalenzrelation a =bmodn < nla—b < a—ben-2Z.

Es gilt: Z/,z = {[a] : a € Z}, wobei [a] = @ als Aquivalenzklassen bezeichnet werden.
Hier fiir Faktorrdume: a ~ b= a—bc U (Die Aquivalenzrelation wird durch U

induziert)

3.2.9 Satz (IIL.2.6)

Behauptung: ~ ist eine Aquivalenzrelation
U
Beweis:
Hier: u~v=u~wv
U

Wir miissen nun folgende Eigenschaften nachweise:

(i) Reflexivitit
(ii) Symmetrie
(iii) Transitivitat
Zu (i): u ~ u, denn v —u = 0 € U (0 ist enthalten in jedem Unterraum - siehe
Eigenschaften von Unterrdumen)
Zu (ii): Sei u ~v. Zu zeigen: v ~ u
u~rv=>u—veU=(-1)-u—(-1)-veU=v—ueU=v~u
Zu (iii): Sei v~ v und v ~ w. Zu zeigen: u~ w

u~rv,v~rw=u—vv—weU=u—w=(u—-v)+(v-—w)eU=su—-—weU

3.2.10 Definition (IT1.2.b):
Wir definieren: V/y ={Aquivalenzklasse von ?j}
Berechnung der Aquivalenzklasse:

v] = {weV:iw—-veU}
= {fweV:ueU:w—-v=u}
= {weV:ueU:w=v+u}=0v+U

(Zur Erinnerung: k =k +n - 7Z)

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Dimensionsformel und Homomorphiesatz
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3.2.11 Vektorraumstruktur von V/y
V/u={v+U:veV}={v+ulueU}
Axiome:
(i) v+U=v+U & wv—-2' €U
(i) v+U)+ @ +U):=(@w+v)+U
(iii) a- (v+U):=a-v+U
(iv) Oyyy, :=0+U
(v) —~(w+U)=(-v)+U
Addition: Seien ki, k; Aquivalenzklassen.
Wihle ky = [v1], k2 = [v2] und setze k3 := [v1 + vo).
Skalare Multiplikation: Sei o € K und k; sei Aquivalenzklasse: a-k1 = ko.
Wihle & = [v1] und setze k3 := [o - v1].

Kurzfassung der Vektorraumaxiome: V/y = {v+ U :v € V}. Zu zeigen:

(v+TU)+ (v +U") (v+0")+U
a-(v+U) = a-v+U

Problem: Wohldefiniertheit der Verkniipfungen zeigen, daff heifst: Unabhingigkeit
der Auswahl.

Hier als Beispiel die Addition, die skalare Multiplikation ist analog zu zeigen:
Sei k1 = [v1] = [v1], k2 = [v2] = [v}]. Zu zeigen: vy + vy > v] + V).

Es gilt: (v1 +v2) — (v] +v}) = (v1 — v}) + (v2 — v}) € U, weil (v; —v,) € U nach Vorausset-
zung.

3.2.12 Satz (II1.2.7)

(i) V/u ist K-Vektorraum, 7 : V — V/y, v — v + U ist Epimorphismus mit
Kern () =U

(ii) Ist dim (V) < oo, so auch V/y < oo und es gilt: dim (V/y) = dim (V) — dim (U)

Beweis etwas spiter.

Zuerst eine geometrische Veranschaulichung: Sei V=R? U=R- (1,1)

Y

V =R?

Abbildung ITI-4: Darstellung von V und U
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Nun gilt:
V/u={v+R-(1,1):v € R’} = {Geraden parallel zuy = 2}

Sei h = (0,¢) + U und g = (0,b) + U, dann gilt fiir g + h:

g+h=1((0,¢)+U)+((0,b) + U) = [(0,¢) + (0,0)] + U= (0,b+¢)+ U

g+h h

b+ g

¢ U
b

A%

Abbildung III-5: g, hund g+ h

Fiir die skalare Multiplikation gilt:

a-g=a-(0,0)+U=(0,a-b)+ U

Nun gilt:

V/U >~ Rl
0,6)+U «— b

Die Abbildung ist linear (siehe oben: Addition und skalare Multiplikation)
Analog fiir R3. V=R3, U=R?-(1,0,0)+R-(1,1,1)

Y

z
Abbildung ITI-6: Darstellung von V und U
In diesem Fall: V/y ={P+R-(1,0,0)+R-(1,1,1)} (Alle parallelen Ebenen). Es gilt:

V/U ~ Rl
(0,0,2)+ U «— =z

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Dimensionsformel und Homomorphiesatz
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Beweis: V/y ist abelsche Gruppe und Vektorraum:
Zu (i):

Assoziativitit folgt aus der Assoziativitidt von V
Kommutativitit folgt aus der Kommutativitit von V
Das Nullelement: [0] € U

Das Inverse Element: — (v+U) = (—v)+U

Die Axiome nachrechnen, wobei alle Operationen auf V zuriickgefiihrt werden

= V/y ist K-Vektorraum

Beweis der Linearitit:

7 ist surjektiv (siehe Definition von 7)

Def
T+ )=w+v)+U = (w+U)4+ @ +U)=n(v)+7 ()

Def
(av)=a-v+U = a - (v+U)=a-7(v)

(%)
Es gilt: Kern (7)) ={v:v+U=[0]} & {v:v~0} = U
Anmerkung zu (x): Gleichheit folgt aus den Eigenschaften der Aquivalenzrelation.

Jeder Kern ist Untervektorraum einer linearen Abbildung.

V/u ist K-Vektorraum.

“yp +U” wird als “Neben-" oder “Restklasse von v modulo U” bezeichnet.

Zur Erinnerung: fiir Z/,7: k + n-Z: Restklasse von k¥ modulo nZ.

7:V—=V/y,v—v+TU=[v]. 7 ist der harmonische Epimorphismus, Kern (7) = U.

Zu (ii): dim (V/y) =dim (V) — dim (U)

V = U ® U’ (mittels Basisergiinzung). V= U ® U’ = V/y wobei 7 surjektiv ist.

m(u+u) = 7;(’12 +7(v) =7 (v). Anmerkung zu (x): 7 (u) =0, da Kern (7) = U.
X

Folgerung: 7|y, : U’ — V/y ist surjektiv.

Behauptung: 7|y, ist injektiv.

Beweis: Kern (7|{;,) = U NKern (1) =U'NU = {0}

1) Somit: 7 ist Isomorphismus U’ ~ V/y = dim (U’) = dim(V/y), da V=U U’ =
dim (U’) = dim (V) — dim (U). Es folgt: dim (V/y) = dim (V) — dim (U).

2) Alle Komplemente zu U sind isomorph zu V/y
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3.2.13 Satz(II1.2.8): Homomorphiesatz

Gegeben V, W seinen K-Vektorrdume, f: V — W ist K-linear, dann gilt:

V/Kern(f) ~ Bild (f)
Beweis: Wie erhilt man eine Abbildung von V /kern(r) — Bild (f)?

\% f W
T T
Kern(f) Bild(f)

Idee fiir die Konstruktion von f. Es ist

fv) = f(w) & flo—w)=0 & wv—weKemn(f) & v ~ w

Kern(f)
< [v] =[w] < wv+Kern(f)=w+Kern(f)
Idee:
\% f W
A
/
z
m // i
/
/
V/Kern(f)

Abbildung ITI-7: kommutatives Dreieck

Anmerkung zum kommutativen Dreieck: der Weg spielt keine Rolle: for = f
Behauptung: f ist K-linear:
Fiir die Addition gilt:

f((v+Kern(f))+ (v +Kern(f)) = f((v+v)+Kern(f))=F(v+0)
)+ [ @) =7 (v+Kern(f))+ (v +Kern(f))

Fiir die skalare Multiplikation gilt:

fla-(v+Kern(f))) =f(a-v+Kern(f)) = f(a-v)=a- f(v)=a-f(v+Kern(f))
Was ist nun Kern (?) beziehungsweise Bild (?)"
Kern (?)
Kern (7) = {T(v +Kern(f)): f(v)=0= f(v)} = {T(v +Kern (f)):v e Kern(f)} =0
liegt in V/kern(s)- Also ist f injektiv.
Bild (f): Bild (f) = {f (v+Kern(f)):v €V} ={f(v) :v € V} = Bild (f)
Fazit: f: V/kern(y) ~ Bild (f)
Anwendung: Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen.
Warum:
dim (Bild (f)) = dim (V/kern(s)) = dim (V) — dim (Kern (f))
= dim (Kern (f)) + dim (Bild (f)) = dim (V)

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Dimensionsformel und Homomorphiesatz
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3.3 Kapitel (II1.3): Rang von Matrizen und linearer Abbildungen
3.3.1 Theorie der Rangbestimmung

Zur Erinnerung: rg(f) := dim (Bild (f)) = dim(f (V)), f : V — W linear.
Fiir A e M, , (K), fa: K" > K™, z— Az gilt: rg(A) :=rg(fa).

In der letzten Vorlesung haben wir bereits gezeigt:
Bild (f4) = (Spaltenvektoren von A)
Aus

rg (A) :=rg (fa)

Bild (f4) — (Spaltenvektoren von A) } = rg(A) =# linear unab. Spaltenv.

Grund:
T T n
A= vy v2 -+ vy |, Am:inwi
I =

Grundlagen der praktischen Berechnung:

ULviwiyz
Sind h, g Isomorphismen, so gilt: rg(go foh) =rg(f)
Fiir den speziellen Fall der Matrizen gilt:

B fa fc
K" =& K" & K™ S K™, focofaofs=fcan

Abédnderung von A durch die Matrizen C| B, die die Eigenschaften haben, daft fz, fo
Isomorphismen sind.

3.3.2 Definition (II1.3.a): Allgemeine Lineare Gruppe GL (n,K)

GL (n,K) ist die allgemeine lineare Gruppe von n x n-Matrizen iiber K (Aus dem
Englischen von ‘“general linear group”).

Definition:
GL (n,K)={AeM,,, (K)=M, (K): fs ist Isomorhismus}

Zur Erinnerung: dim (V) =dim (W), f: V - W.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) f ist ein Isomorphismus

(ii) f ist injektiv
(iii) f ist surjektiv
Speziell fiir V=W: f:V — V ist ein Endomorphismus

(Ein Endomorphismus ist Isomorphismus, wenn f injektiv oder surjektiv (Grund ist
die Dimensionsformel))

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §3: Rang von Matrizen und linearen Abbildungen
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Anwendung: Gegeben sei eine quadratische Matrix A:
A:M,,(K)=M,(K), f4:K'—-K"

fa isomorph & f,4 surjektiv < dim (Bild (f4)) =n

(In anderer Terminologie: f4 isomorph < rg(A) =n)

Damit A € GL (n,K) < rg(A) =n (& die Spaltenvektoren sind linear unabhiingig)
Weiter:

fa Isomorhismus <& dg: K" > K": faog=1id = go f4 (Umkehrabbildung)

<~ HBEMn(K)ZfAOfB:id:fBOfA

(%)

& IABeM,(K): faofp=fe=fpofa

(#)

&  IBeM,(K): fap=fe=[fBa

(++)

& 3IBeM,(K): A-B=E=DB-A

Anmerkungen:

Zu (x): Welche Matrix beschreibt die Identitit?
Allgemein gilt:
id:K"—->K':z—x

Fiir die Matrizenmultiplikation:

id= fg mit E= .
0 "1

E wird als n x n-Einheitsmatrix bezeichnet. Alle Positionen auf der Hauptdia-
gonalen sind 1, alle anderen 0. Es gilt:

n
E -z= g Tj-€; =1
Jj=1

Zu (#): Es gilt: fyo fp = fa.p (siehe (II1.1.6))
Zu (+): Homg (K", K™) = M,, ,, (K)

Damit (Zusammenfassung):
GL (n,K) = {AeM, (K): faisomorph}
= {AeM,(K): rg(4) =n}
{AeM,(K): 3BeM, (K): A-B=FE=DB-A}
Weil A- B =FE =B - A gilt: GL (n,K) = {invertierbaren x n — Matrizen}
Eine Anmerkung zur Terminologie:
AeM, (K) regulir :& AecGL(n,K)

AeM, (K) irreguldr := A¢ GL(n,K)
< rg(A) <n < A ist nicht invertierbar
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3.3.3 Satz (II1.3.3): GL (n,K) ist Gruppe beziiglich der
Matrizenmultiplikation

Beweis:

1. GL (n,K) ist abgeschlossen beziiglich der Matrizenmultiplikation

Seien A, A’ € GL (n,K) = fa.4r = fa o fo» = Komposition linearer Isomorphismen

Wir wissen: Komposition linearer Isomorphismen ist wieder ein linearer Isomorphis-
mus = A- A’ € GL (n,K).

2. Assoziativitit: Erfiillt, da das Matrizenprodukt assoziativ ist.

Zur Erinnerung: wir haben zwei Moglichkeiten des Beweises betrachtet:
(i) rein rechnerisch: viel Spaf mit den Koeffizienten
(ii) Komposition von Abbildungen:
(faofB)ofc=fao(feofc) &  fap)rc=famo)

3. Existenz des Einselement: E ist Einselement (schon oben gezeigt)
4. Existenz des inversen Elements: Sei A € GL (n,K), dann 3B € GL (n,K) mit

A-B=E=B-A = A'=B

(auch schon oben gezeigt)
Beispiele fiir GL (n,K):

Sei n = 1, dann gilt fiir die allgemeine lineare Gruppe:
GL(1,K) ={(a) : a e K\ {0}} 2K*

Anmerkung: K* ist die multiplikative Gruppe des Koérpers.

Sei n = 2, dann gilt fiir die allgemeine lineare Gruppe:

GL(ZK):{(G Z):a,b,c,dEK mit det(ccl Z):a-d—c-b;«é()}

c

Fiir die inverse Matrix A~! gilt:

1 d —b
At = ——.
detA ( —c a )

Wir wollen nun zeigen, daR A™' - A=E=A-A""' (detA=a-d—c-b=A)

d _b d-a—b-c d-b—b-d
Al A= A A\ [a b _ VN N _ (1 0 _ B
_i % c d 7c-aA+a~c 7C<l2~a~d 0 1

Ebenso gilt:

d b a-d—b-c —a-bt+b-a
A- A—l — a b . A A _ A A _ 1 0 - F
c d _c a c-d—c-d —c-b+a-d 0 1
A A A A
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GL (n,K) ist nicht kommutativ fiir n > 2.
Hier nun ein Beispiel. Sei A, B € GL (2,K) gegeben mit

=(on)om=(o)
)(G)=(
o) (o)

Nun gilt:

O =
N———

O =

beziehungsweise

[EE—Y

N
N———

Also: A-B# B - A.

3.3.4 3 ausgezeichnete Matrizenfamilien in GL (n,K), Umformungsmatrizen

Die ausgezeichneten Matrizenfamilien werden auch als Umformungsmatrizen bezeich-
net.

Anmerkung: Alle leeren Positionen sind mit Nullen zu fiillen.

I.) Sei M; (o) gegeben mit

1 0
"1
M; (Oé) = « 1
0 1
T
1 — te Spalte

wobei a € K\ {0}.

Die Spaltenvektoren von links nach rechts abgelesen sind
€1,€2,..., 0 €4,...,€n

Diese Spaltenvektoren sind linear unabhéngig fiir o # 0 (Voraussetzung) = M, («) ist
invertierbar.

I1.) Sei V,; gegeben mit:

1 0
"1
0 1 1
Vi‘ = .
] AN
1
0
7 7
1 — te Spalte j — te Spalte

wobei i # j (ansonsten V;; = E - also sinnlos)
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Die Spaltenvektoren von links nach rechts abgelesen sind
€1,€2,...,€i-1,€5,€i+1,..-,€j—-1,64,€j41,-..,€n

Diese Spaltenvektoren sind linear unabhiingig = V;; ist invertierbar.

IT1.) Sei A;; (o) gegeben mit

1 0

1 -«

Aij(Oé): . i
0 1

7 T

i — te Spalte j — te Spalte

wobei a € K\ {0} und 7 # j.
Ansonsten: Fiir o =0: A;; (0) = E, fiir i = j: A;; (o) = A, (a)

Die Spaltenvektoren von links nach rechts abgelesen sind
61,62,...,61',...,ejfl,()é'€i+6j,€j+1,...,€n

Diese Spaltenvektoren sind linear unabhiingig = A,;(«) ist invertierbar.

Seinen S € GL (n,K) und T € GL (m,K) aus einer der drei Familien.
Sei Ae M, , (K) =rg(4) =rg(S-A-T) weil

EMpn,n(K)  E€Mn,n(K) E€Mp n(K)
K7 K™ KN — K™ Km S Km

Wir wollen nun die Auswirkungen der einzelnen Umformungsmatrizen betrachten.
Hierzu rechnen wir zuerst ein Beispiel und betrachten dann den allgemeinen Fall.

Sei A € M3 (K) fiir die Beispiele.

3.3.5 Multiplikation mit M, («)

I.) Sei i = 2 fiir M; (o). Damit sind folgende Matrizen gegeben:

ail a2 @13 1 0 0
A= ax azx a3 |, Ma(a)=| 0 a 0
as1 as2 ass 0 0 1
Nun gilt fiir die Multiplikation von links:
1 00 ai1 a2 a3 a1 a2 a13
MQ (a) A= 0 o O . a21 a22 A23 = Q-a21 G -a22 Q-Aas3
0 0 1 as1 asz a3 asi asz ass

Wir multiplizieren also die zweite Zeile von A mit .
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Fiir die Multiplikation von rechts erhalten wir:

a1l a2z ais 1
A . Mg (a) = a1 a9 a3 . 0
as1 as2 433 0

aip «-ai2 ais

az; Q-ag2 a3

0
0
1

o Q O

asz;p Q-asz2 ass

Wir multiplizieren also die zweite Spalte von A mit a.

II.) Allgemein gilt:
Multiplikation mit M; (o) von links:

«— U1 — «— V1 —

Vi—1 —  Ui—1

— — —
M, (@) — vy = =]« av —
— Vi1 — — Vi1
— Uy — «— Um —
Wir multiplizieren also die i-te Zeile von A mit a.
Multiplikation mit M; (a) von rechts:
T T 1 T T 7 T T T
w1 e Wi Wy Wi41 ce. Wp 'Mi (a) = w1 cee W1 Q- W;  Wi41 o Wy
1 ool l l 1 l ! l

Wir multiplizieren die i-te Spalte von A mit a.

3.3.6 Multiplikation mit V;
I.) Sei i =1 und j = 3 fiir V,;;. Damit sind folgende Matrizen gegeben:

ai; a2 a13 0 0 1
A= a ax a3 |, Viz=] 01 0
azy azz2 ass 1 0 0

Nun gilt fiir die Multiplikation mit Vi3 von links:

0 01 a1l a2 a13 a31 a3z as3
Viz-A=1 01 0 a1 a2 a3 | = | a21 axx as3
100 as1 as2 as3 ailr a2 a3

Wir vertauschen also die erste und dritte Zeile.

Fiir die Multiplikation mit Vi3 von rechts erhalten wir:

a1 a2 ais 0
A-Vis=| axn a2 a3 |-| 0
as1 asz ass 1

1 a1z a2 an
0 | = a3 a2 ax
0 asz a3 asy

o = O

Wir vertauschen also die erste und dritte Spalte.
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II.) Allgemein gilt:
Multiplikation mit V;; von links:

«— U1 —

— U - — Vi1 —

: «— v —

— v — — Viy1 —

Vij - : = :

— v — — Uj-1 —

. — Vi —

— Uy — — UVj41 —

— U —

Wir vertauschen also die i-te und j-te Zeile.

Multiplikation mit V;; von rechts:Satz (2.8) HomomorphiesatzUutSatz (2.8) Homo-
morphiesatzut

T 1T 1 ToT o T
Wyt Wil Wi Wip1 Wil Wi Wig1 Wy -Vij
| I I !
7 [ T 7
= wy - Wi—1 W5; Wig1 ~° Wij—1 W; Wj41 - Wy
| I Lol !

Wir vertauschen also die i-te Spalte und die j-te Spalte.

3.3.7 Multiplikation mit A,;; (o)

I.) Seii=1 und j =3 fiir A;; (o). Damit sind folgende Matrizen gegeben:

air aiz2 Qa3 1 0 «
A= ax ax a3 |, Ai(e)=] 0 1 0
as; asz a3z 0 0 1
Nun gilt fiir die Multiplikation mit A;; (o) von links:
1 0 « ai1 a2 ais a1 +a-azr a2 +a-azge a3+ a-ass
Ag(a)A=| 0 1 0 || a1 a2 ax | = a1 a2 a3
0 0 1 as1 asz ass asy asz ass

Wir addieren das a-fache der dritten Zeile zur ersten Zeile.

Fiir die Multiplikation mit A;; (o) von rechts erhalten wir:

a1 G122 «@-ai1+ais
21 Q22 Q-ao1 + a3
a31 az2 «-ag;+ass

ail aiz2 ais 1 0
A A13 (Oé) = a21 a22 A23 . 0 1
ag1 asz ass3 0 0

— o 9
Il

Wir addieren das a-fache ersten Spalte zur dritten Spalte.
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II.) Allgemein gilt:
Multiplikation mit A;; (o) von links:

— V1 —
— v —
. — Vi1 —
— v = — vt a- vy
Ajj (@) : =| < Vit1 -
— v -
. — vj —
— Uy —
— Um —

Wir addieren das a-fache der j-ten Zeile zur i-ten Zeile.

Multiplikation mit A,;; (o) von rechts:

T T T T T T T T
Wy e Wy e Wy Wy 'Aij(a): Wy e Wy Wi W e Wy
l l l l l l l l

Wir addieren das a-fache der i-ten Spalte zur j-ten Spalte.

3.3.8 Elementare Umformungen von Matrizen

1) Es gibt Zeilenumformungen und Spaltenumformungen
g g | g
(2) Es gibt 3 Matrizenfamilie:
(I) Multiplikation einer Zeile (oder Spalte) mit einem Skalar o # 0
IT) Vertauschung einer Zeile (oder Spalte
g P

(IIT) Addition des a-fachen einer Zeile zu einer anderen Zeile (Addition des a-
fachen einer Spalte zu einer anderen Spalte)

Fazit: elementare Umformungen erhalten der Rang (Rang = Anzahl der linear un-
abhingigen Spaltenvektoren).

Es gilt:

(i) Multiplikationen der Umformungsmatrizen von links modifizieren die Zeile.

(ii) Multiplikationen der Umformungsmatrizen von rechts modifizieren die Spalte.

a) Hier nun ein Beispiel zur Bestimmung des Rang einer Matrix:

Gegeben sei A mit

a1l a2 a3 aig 1 3 41
A= a1 G2 G23 (24 = 0 3 0 6
a3l G32 a3z A34 2 4 =2 2
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Nun gilt:

3. Zeile — 2 x 1. Zeile. Wir erhalten:

1 3 4 1
0 3 0 6
0 -2 —-10 0

Nun kénnen wir a1 (2. Spalte — 3 mal 1. Spalte), a;3 (3. Spalte — 4 mal 1.
Spalte) und a4 (4. Spalte — 1. Spalte) eliminieren. Wir erhalten:

1 0 0 0
0 3 0 6
0 -2 —-10 0

Nun wollen wir fiir as; (2. Zeile mal 1) und as; (2. Zeile mal —1) Einsen erzeugen.
Wir erhalten:

1 0 0 0
01 0 2
01 5 0

Analog wie oben eliminieren wir a3y (3. Zeile - 2. Zeile). Wir erhalten:

100 O
0 1 0 2
0 0 5 -2

Analog zu oben eliminieren wir a4 (4. Spalte - 2 mal 2. Spalte). Wir erhalten:

100 O
010 O
0 0 5 -2

Nun multiplizieren wir die 3. Spalte mit % Wir erhalten:

1 00 0
0 1 0 0
0 01 -2

Zum Abschluff eliminieren wir a3, (4. Spalte + 2 mal 3. Spalte). Wir erhalten:
10 00
01 00
0 010

Folgerung: rg(A) = 3.
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b.) Wir wollen nun ein Beispiel nur mit Zeilenumformungen (Multiplikation von
links) rechnen:

0 2 0 01 6 0 1 6 01 6
0 1 6 V_1>2 0 2 0 i 0 0 —12 I_I) 0 0 1
0 4 4 0 4 4 0 0 —20 0 0 1
0 6 0 0 6 0 0 0 —-36 0 0 1
Nun sind wir schon fast am Ziel:

01 6 01 6 01 0

0 0 1 IiI 0 0 1 I:[ 0 0 1

0 0 1 0 0O 0 0 O

0 0 1 0 0O 0 0 O

Anmerkung: Fiir die einzelnen Operationen gilt:

(I) A21(-2), Az1(—4), Ay (-6)

0
(III) Az, (—1), Ay (—1)
(IV) A5 (-6)

Wir erhalten eine Matrix in der Zeilenstufenform:
1 0
0|0

0 0 O

0 0 O

o O

Abbildung ITI-8: Beispielmatrize in Zeilenstufenform
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3.3.9 Satz (IIL3.4)

Jede Matrix lafit sich durch Zeilenumformungen auf die Zeilenstufenform bringen.

Doch zuerst eine Matrix in der Zeilenstufenform, da die Matrix aus dem Beispiel
nicht unbedingt typisch fiir diese Form der Matrix ist:

0 ... 01 % ... = 0 % ... x 0 x ... %
1 *x ... x 0 % ...

1 % ... %

0 0

Die freien Plitze sind alle von Nullen belegt, Sterne stehen fiir beliebige Werte. Man
sieht leicht, daf} die einzelnen Zeilenvektoren linear unabhingig sind.

Beweisskizze fiir Satz (I11.3.4): Induktionsbeweis nach Zeilenzahl.

Sei A gegeben mit:

«— U1 — — U1 —
— = vz — —
A= = B
— Uy —
wobei B aus den Zeilenvektoren vs,...,v,, besteht. Nun wollen wir B durch Zeile-
numformungen manipulieren. Wir unterscheiden zwei Fille:
1. Fall:
0 ... 001 % ... % 0 % ... x
1 % ... =

Nun unterscheiden wir zwei weitere Unterfille von Fall 1:

Fall 1.1:
0O ... 0 x ... 0 0 0
O ... 001 « ... 0 0 0 1 * 0
1 — 1
Wir substrahieren ein vielfaches der zweiten Zeile von der Ersten.
Fall 1.2: Division durch a # 0:
0 0 a 0 ... 0 0 1 0
0 0 0 O 1 0 = * 0 0 0 0 1 0 = *
1 = * — 1 = *

Wir multiplizieren die 1. Zeile mit %

Wir erhalten eine Eins.
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2. Fall:
% * 0 * ok 1 0
1 1 1

Zuerst subtrahieren wir ein vielfaches der zweiten Zeile von der ersten Zeile und
tauschen anschliefiend die beiden Zeilen.

Nun unterscheiden wir zwei Unterfille:
Fall 2.1:

1
0
0

S O *
o O ¥
_Q O

Zuerst subtrahieren wir von der zweiten Zeile das a-fache der dritten Zeile, so daft
wir eine Null erhalten. Anschliefiend tauchen wir die zweite und dritte Zeile

Fall 2.2: Nun sei a # 0:

1 x .. % ... * 1 % ... % ... * 1 x ... 0 ...
0O ... 0 a =* = O ... 0 1 x  =x 0O ... 0 1 =x

Zuerst dividieren wir die zweite Zeile durch a um anschlieffend die zweite Zeile von
der ersten zu subtrahieren, so dafy wir eine Null iiber der Eins erhalten. Damit sind
die beiden ersten Zeilenvektoren linear unabhingig.

Allgemein wollen wir die Matrix A so lange mit Zeilenoperartionen umformen bis wir
A in der Zeilenstufenform vorliegen haben. Die Anzahl der Spalten in der Spalten-
zeilenform ist gleich dem Rang der Matrix A:

0O ... 001 = ... x 0 % ... = 0
1 « ... x 0 =x

rg(A) =rg 1
0 0

Wenden wir nun Spaltenumformungen auf die Zeilenstufenform an, so erhalten wir
eine Matrix der Form

1 0| %evevn- "
0 1] sennnn. %
0 0
0 0

Links oben haben wir eine r x r-Matrizen deren Diagonale mit Einsen besetzt ist und
ansonsten nur Nullen enthilt (eine r x r-Einheitsmatrize). Rechts davon sind unbe-
kannte Koeffizienten, darunter ist ein rechteckiger Bereich, der nur Nullen enthilt.
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Wenden wir nun weitere Spaltenoperationen an, so erhalten wir eine Matrix der Form

1 0l 0------ 0 Q-vvn-- 0

z E,
0 110------ 0] Q-vvnn- 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Am Ende erhalten wir eine Matrix die neben einer r x r-Einheitsmatrize in der oberen
linken Ecke nur Nullen enthélt. Da diese r Gleichungen linear unabhingig sind folgt,
dafs der Rang der Matrix r ist.

3.3.10 Satz (IIL3.5)

(i) Jede Matrix A 14t sich durch Spalten- und Zeilenumformungen auf die Gestalt

Qevnv-e 0

E, g
Qecnve- 0

0 0
0 0

bringen. Es gilt: rg(A) =r.
(ii) Zu A, (K) existiert U € GL (m,K) und V € GL (n,K) mit

Qceve-- 0
E,
Qcevee- 0 )
U-A-V= wobei r=rg(A)
0 0
0 0

Zwischenbemerkung zum Assoziativgesetz:
Haben wir eine Matrix A und wollen diese in die obige Gestalt bringen, so bieten sich

zwei Moglichkeiten an:

(1) Zuerst die Zeilenumformungen und dann die Spaltenumformungen

(2) Zuerst die Spaltenumformungen und dann die Zeilenumformungen

Wir erhalten identische Ergebnisse: (U-A) -V =U-(A-V)

3.3.11 Definition (IT1.3.b):
(1) Spaltenrang einer Matrix A: Maximale Anzahl linear unabhingiger Spaltenvek-
toren =rg(A).

(2) Zeilenrang einer Matrix A: Maximale Anzahl linear unabhingiger Zeilenvekto-
ren =rg(A).
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3.3.12 Satz (IIL3.6)

Zeilenrang und Spaltenrang einer beliebigen Matrix sind gleich.

An und fiir sich ist dies erstaunlich, da zum Beispiel fiir eine Matrix A € Mj3 79 (K)
gilt:

ai1 ai2 - 01,720
A= a1 Qaz2 - 42720
az1 asz2 - 43720

Wir haben 720 Spaltenvektoren aus R? und 3 Zeilenvektoren aus R™?’. Trotzdem ist
der Spalten- und Zeilenrang von A gleich.

Beweis:

Der Zeilenrang bleibt bei Zeilenumformungen erhalten. Wir betrachten die einzelnen
Familien:

(I) Multiplikation einer Zeile mit o # 0: v1,...,0i, ..., U — V1. Q- Voo, Upye LU
zeigen:
(V1o oy Uiy ey U) = (U1, oo, Q- U4y oo, Upy)

(IT) Vertauschung zweier Zeilen: klar, da eine Vertauschung von Zeilen den Rang
einer Matrix nicht &ndert.

(IIT) Addition des a-fachen einer Zeile zu einer anderen Zeile: vy, ..., v;,...,0;,...,0pm —
Viyeooy Viyovn, 0V +0j,. .., Uy Zu zeigen:
(V1o Uiy ey Ugyee oy Uy = (U1, oy Vg e, -V F Vjy e, Uy

Nun gilt: Zeilenrang von A = Zeilenrang der Zeilenstufenform = Anzahl der Stufen
(nach (II1.3.b)).

Konsequenz: Basen von Unterrdumen des K”. Sei U = (vq,...,v,,). Also:

— w; —

— V1 —
(%) ;
A V2 Wi
= —_—
: — 0 —
~ Un — :

— 0 —

Anmerkung: Bei (x) formen wir A in die Zeilenstufenform um.
Behauptung: wq,...,w; sind Basis von U
Beweis: Zeilenumformungen erhalten den Rang:

<U1,...,Um> =U= <U}1,...,’wk>

(wir kdnnen die Zeilenvektoren die nur Nullen enthalten weglassen)

Die Zeilenvektoren wy, . .., w; der Zeilenstufenform sind linear unabhingig = w1, ..., wg
sind eine Basis von U.

Fiir unser Beispiel vom Anfang dieser Vorlesung gilt:
U = ((0,2,0),(0,1,6),(0,4,4),(0,6,0)) < R?
Aus den Umformungen und Satz (II1.3.6) folgt allerdings:
U = ((0,1,0),(0,0,1))
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3.3.13 Beschreibung einer linearen Abbildung f: V — W durch Matrizen

Es gilt: dim (V) =n = V5K (schon gezeigt) Wie beschreibt man einen Isomorphis-
mus K"=V? Antwort: Durch die Basis von V. Es gilt:

f:K"SV = {f(e1),...,[f(en)} ist Basisvon'V
gpgl:K"%V7(m1,...,xn)n—>2xi-vi < A={vy,...,v,} seiBasisvon V

Sei dim (V) =n, dim (W) =m, f: V — W ist linear, wihle Basis 2 von V, Basis B von
W:

A% W
%T y Tso%
K" K™

Abbildung ITI-9: Skizze fiir Beschreibung linearen Matrizen

Es gilt: ¢on og:fogpm@g:(gp%)*lofogom
Es gilt: g = fa, A € M, », (K). A ist eindeutig nach Wahl der Basen 2,5 der Abbildung
f zugeordnet.

Definition: A = M3, (f) ist die beschreibende Matrix fiir f beziiglich 2 von V und B
von W.

3.3.14 Satz (II1.3.7):

Sei A = M (f), dann gilt: rg(f) = rg(A), dim(Kern(f)) = n —rg(A) (folgt nach

Dimensionsformel)

Beweis:

\% W
¢ - %‘T % T% _
K" K™

Abbildung III-10: Skizze fiir den Beweis Satz (I11.3.7)

Behauptung: ¥ induziert einen Isomorphismus Bild (f4) = Bild (f).
(=  rg(4) = dim (Bild (1)) = dim (Bild (f)) = rg (/))
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Beweis:
(i) Y (Bild(f4)) C Bild(f). Sei w € Bild (f4), das heifft: w = f4 (v), v € K". Damit
gilt:
(*)
V(w) =T (fa(w)=(Vofa)(v) = (foyp)(v)=Ff(p(v)) €Bild(f)

Anmerkung: Die Gleichheit von (x) folgt aus der Kommutativitit des Diagramms

(der Weg spielt keine Rolle)

(ii) Damit ¥ : Bild (f4) — Bild(f), U ist injektiv, weil U die Einschrinkung eines
Isomorphismus ist.

(iii) U ist surjektiv: Sei w € Bild (f). Zu zeigen:
(1) v e Bild(fa)
(2) ¥(v)=w

Nach Definition: w = f (vg), vo € V, da ¢ Isomorphismus gibt es v; € K" mit vy = ¢ (v1).
Insgesamt:

w=f(pv))=(fop)(vi) =T (fa(vr))
Setze v = f4 (v1)

3.3.15 Eintrige in die beschreibende Matrix fiir f
Es gilt: A= (o) miti=1,...,mund j=1,...,n. Nun gilt:

A~ fa, A=(..,fale),...)
wobei f4 (e;) in der j-ten Spalte steht.
Aufierdem gilt:

Q5 X1
: =falej), | : Zzl’i'vi
Qmj Tn

Bilden wir nun einen Einheitsvektor ab, so erhalten wir:

0

=XXX]

—
I
<
<0

PA (ej) = P

o

=X

Also: e; — vj.

Wollen wir nun eine Matrix ausrechnen, so gilt:

Qij m
fvy) = fleales)) = fopule)) =py (fale)) = ¢u : = iy w
U i=1
Also: .
f(vj) = Z%‘j Wi, M% (f) = (euj)
i=1
A=(ag;) mit i=1,...,mund j=1,...,n.

In Worten: “f (v;) liefert die j-te Spalte von M3, (f)”
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3.3.16 Berechnung von Darstellungsmatrizen

Sei 2 = {v1,...,v,} Basis von V mit dim (V) =n und B = {w;,...,w,,} eine Basis von
W mit dim (W) = m.

S

\% W
%T y Tso%
Kn Km

14
Abbildung III-11: Berechnung der Darstellungsmatrize My (f)

Es gibt fiir f4 zwei dquivalente Darstellungsmdoglichkeiten: fy & A+— A - x.
Nun gilt fiir M3 (f):

f(vj) = Zaij Wi, M% (f) = (ov;)

i=1
mit i=1,...,mund j=1,... n.

Wir haben schon gezeigt: dim (f (V)) =rg(f) =rg (M (f)). Dann gilt fiir dim (Kern (f)):

dim (Kern (f)) = dim (V) — dim (f (V)) = n — rg (M3, (f))

Nun seien zwei Abbildungen f und g von V nach W gegeben:

Abbildung ITT-12: Abbildungen f und g von V nach W

Sei 2 eine Basis von V und B eine Basis von W. Was ist nun
M3 (f +9) beziehungsweise M3 (f-g)

Wir wissen:

m m m

(f+9)(v;) = f(v;) + Q;Uj) :;au'wﬂr;ﬂu'wi:;(%a‘ + Bij) - wi
ij i

Also gilt:

Analog kénnen wir zeigen:

Mg (f-9) = Mg (f) Mg (9)
Mg (A-g) = A-Mg(f)

Anmerkung: Dies gilt nur fiir (n x n)-Matrizen.
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3.3.17 Satz (IIL.3.9)

Bei fester Basiswahl 2 = {vy,...,v,}, B = {wy,...,w,} ist die Abbildung Homg (V, W) —
M, » (K), f— M3 (f) ein Isomorphismus. Insbesonders:

Homg (V, W) =dim (V) - dim (W)
Beweis: Zu zeigen sind

Linearitat
Injektivitit

Surjektivitat

Linearitét: Siehe (ITI.3.16)
Injektivitit: Aus M3, (f) folgt, da® f(v1),..., f (v,) bekannt sind. = f ist bekannt,

denn . .
f <Z)\zvz> =3 i f(v)
i=1 i

Surjektivitit: Gegeben sei A € M,, ,, (K). Finde die Abbildung f mit

M (f) = A

@

Vo W
%T y Tso%
K" K™

T4
Abbildung ITI-13: Skizze zum Beweis der Surjektivitit

Setze f=pmofao(pa) = A=ME(f)

Eine andere Formulierung: Lineare Abbildungen zwischen V und W sind auch durch
Matrizen gegeben. Aber: die beschreibenden Matrizen hingen von der gewihlten
Basis ab.
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3.3.18 Satz (II1.3.10)

Gegeben ist die folgende Situation:

wobei 2 eine Basis von V, B eine Basis von W und ¢ eine Basis von Z ist. Es gilt:

Mg (go f) = Mg (9)- Mg (f)

Fiir den Beweis bieten sich zwei Moglichkeiten an:

(1) Rechnung (zu viele Indizes und sehr viel Schreibarbeit)

(2) iiber Definition der Matrizenmultiplikation

Zuerst zur Orientierung das Schema

\% / \\% J Z
me 7y T@B Y4 T%
K" K™ K"

74 Ty
Abbildung ITI-14: Schema Ausgangssituation fiir den Beweis von Satz (I11.3.10)
Behauptung: (go f) oy =peo(fpofa)
v 9
oy e

Beweis:

(goflopa = go(fowa) = go(psofa)

Anmerkungen:

zu A: folgt aus Assoziativitit von Komposition von Abbildungen.
zu (x): Betrachte die linke Hilfte der Ausgangssituation.

zu (#): Betrachte die rechte Hilfte der Ausgangssituation.
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Nun kénnen wir Satz (I11.3.10) auf einen Basiswechsel anwenden:

A A B B’
idV f idW
A% VvV A%% A%%
N N
id_of.id
w 174

Abbildung ITI-16: Schema fiir Basiswechsel
Satz (II1.3.10) liefert:
M3, (f) = MY, (idw o f oidy) = M3, (idw) o My (f) o MY (idy)
Nun wollen wir die Natur der Matrizen
M2 (idy) und M3 (idw)

betrachten.
Behauptung:

(1) Diese Matrizen sind regulir.

(2) Diese Matrizen sind Ubergangsmatrizen von einer Basis zu einer anderen Basis.

Betrachtung von M3 (idv): Sei 2 = {vi,...,v,} Zielbasis und sei %' = {v},..., v}
Ausgangsbasis. Nun gilt:

n

U;— = idV (’U;) = Ztij s Vg

i=1

Damit gilt fiir die Ubergangsmatrize von 2 nach 2’
M3 (idv) = ()
Fiir den Rang von (t;;) gilt:
rg (M% (v)) — rg (idv) = dim (idy) = dim (V) = n

Also: (tij) eM, (K), rg (tij) =n = (tij) € GL (n,K)

Behauptung:
ME, (idw) = (Mg’ (idw))%
Beweis:
M3, (idw) - M3 (idw) = M3, (idw o idw) = M%, (idw) = E,
Analog:

M2 (idw) - M3, (idw) = M3 (idw o idw) = M3 (idw) = E,»,

Es folgt die Behauptung.
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3.3.19 Satz (II1.3.11): Transformationsformel

Sei f : V — W linear, 2 und 2 seien Basen von V, B und 8’ seien Basen von
W mit Ubergangsmatrizen S (A — 2, S € GL (n,K), dim(S) = n) und T (B — %/,
T € GL (m,K), dim(T) = m). Dann gilt:
M3, (f) =T~ Mg (f)-S
Zum Einprigen folgendes Hilfsmittel:
71 . m .
I Mg (f) - S_

N~
mxm mxn nxn

Nur auf diese Art und Weise kdnnen wir die Matrizen multiplizieren.

3.3.20 Elementare Umformungen und Inversenbildung von Matrizen

Zuerst ein Beispiel: gegeben sei

100
A=12 6 3
3 4 1
Man sieht leicht: rg A = 3 = A~! existiert.
Das Schema:
(A]E,)
l l simultane Zeilenumformungen
(Bn]A™)

Abbildung ITT-17: Schema fiir die Inversenbildung von Matrizen

Fiir unser Beispiel:

100100 100 100
(AlEs)=| 2 6 30 1 0 |—=]06 3] —-210
34 1[0 01 04 1| -3 01
100 1 00 10 0 1 00
o1 it ro)ofo1 L1]-L %o
04 1| -3 01 00 1] -3 -2 1
1 0 0 1 0 0 1 00 1 0 O
o1 i -2 % o)=(o1o0|-F -t 1
5 2 5 2
00 1 52 00 1 52
Ergebnis:

1 0 0

A= =% 5 2

5 2

5 3 1

Nun machen wir noch eine Probe: Es muf gelten: A-A"! = E = A~!. A, Wir

beschrinken uns hier auf A- A~! = E:

100 1 0 0 100
A-At=26 3| ¢ -5 3]=|010]=E
34 1 52 00 1

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §3: Rang von Matrizen und linearen Abbildungen



Seite I11-46 Lineare Algebra I - Vorlesung

Wir wollen nun eine theoretische Begriindung fiir diesen Algorithmus der Umfor-
mungen einer reguliren Matrix in eine Einheitsmatrize liefern:

(1) Wir formen A mittels Zeilenumformungen in die Zeilenstufenform um:

0O ... 001 % ... x 0 *x ... x 0 =« *
1 % ... x 0 =% ... %

1 % ... %

0 0

Die Anzahl der Stufen =rg(A), wobei A € M,, ,, (K). Also

11. 0

0 1
(2) Umformungen sind Multiplikationen mit Umformungsmatrizen wobei

Zeilenumformungen Multiplikationen mit Umformungsmatrizen von links
sind.

Spaltenumformungen Multiplikationen mit Umformungsmatrizen von rechts
sind.

Anmerkung: Zur Bildung der Inversen Matrix benutzen wir nur Zeilenumformungen.
Ergebnis:

(4| U ) A R,
Abbildung III-18: Ergebnis der Matrizeninversion

Matrizentheoretische Begriindung:

Zi,Z; 1,...,25,7Z, bedeutet die Multiplikation mit S;,S;_1,...,S5,S; von links.
Wir wissen:

(St-St_l-...-Sg-Sl)-A:E = (St-st_l-...-Sg-Sl)-E:A_l
Auf der anderen Seite:
B:(St-St_l-...-Sg-Sl)~E:A_1

Bemerkungen:

1. Eingabe von beliebigen Matrizen A € M, (K): Ist A singuldr, so merken wir dies
spitestens bei diesem Algorithmus dadurch daf er nicht weiter gefiihrt werden kann.
Der Grund: rg(A) S n, also liefert die Zeilenstufenform mindestens eine Spalte die
nur aus Nullen besteht:

0O ... 01 % ... x 0 = 0 =x *
0 = 0 = *
1 =* *
0

0 0 0
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2. Anwendung von Zeilen- und Spaltenumformungen: A € M, (K) ~» E, vermittels
Z,,75,7,,Z3,Z>, ... (Z, bezeichnet eine Zeilenumformung und S,, bezeichnet eine Spal-
tenumformung). Zur Erinnerung: Zeilenoperationen sind Multiplikationen von links,
Spaltenoperationen sind Multiplikationen von rechts. Matrizentheoretisch betrach-
tet:
Zy-Zy y-...- 2977 -A- S1-So-...-S; 1S,

=U =V

Also: A: U-A-V =E. Fiir die Inverse ergibt sich damit:

U-A-V=E = A=U'.E.vi=py1tl.v!
= At=(wtv Y =YY =v.U

Aus Ubungsaufgabe bekannt: Bei invertieren eines Produktes zweier Matrizen dreht
sich die Reihenfolge der Terme um.

Nun wollen wir U und V betrachten:
U=2y Zi1-...- 227, -E

Also ist U das Ergebnis der sukzessiven Zeilenumformungen angewandt auf E.
V=E-S;-Ss-...-S;1-S;

Also ist V' das Ergebnis der sukzessiven Spaltenumformungen angewandt auf E.

Wir kénnen also ein Schema analog zu dem Schema fiir Zeilenumformungen ent-
wickeln:

(4 |E.|B.)
Ll
(B V| V)

Abbildung II1-19: Schema fiir Zeilen- und Spaltenumformungen

Hier nun ein Beispiel fiir A € M, (K):

A U 1%
1 2 10 10
45 0 1 0 1
1 0 1 -2
4 -3 0 1
1 0 10
0 -3 4 1
(1 0> (1 %)
0 1 0,%
Nun gilt:
- 13 10 -3 3
v (o ) (G-
3 3 3
A =

3. SeiAEGL(?LK) = Z, 2y 1-...-7o-7Z1-E= A_1:Zt-Zt_1-...-Z2-Z1
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3.3.21 Satz (IIL.3.12)

Jede Matrize in GL (n,K) ist das Produkt von Umformungsmatrizen (Elementarma-
trizen). Man sagt: “GL (n,K) wird von Elementarmatrizen erzeugt”

(Zur Erinnerung: S, = Gruppe der Permutation von n Ziffern (Bijektive Abbildung
von 1,...,n auf sich selbst)

Ubergangsmatrize: gegeben sei V mit Basis 2 und einer neuen Basis 2. Zwangsliufig
gilt:

n
Gt
i=1
Nun wird T = (t;;) = M}, (id) als Ubergangsmatrize bezeichnet mit
n n

i=1 i=1

Nun ist nicht einheitlich definiert was die Ubergangsmatrize ist:
n

n n n n
U:Zyj'ztij'vi:Z' Ztij'yj 'WZZ%"%‘
Jj=1 i=1 j=1 i=1

=1

n

Fiir die Koordinatentransformation gilt also: x; = Z tij-y; fiiri=1,... n.
j=1

Damit gilt fiir den Transformationsvektor:

X1 Y1 Y1 Z1

Fiir neue Basis: T (Basiswechsel)

Fiir neue Koordinate: T~! (Koordinatenwechsel) wobei

T =M (id)
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3.4 Kapitel (II1.4): Lineare Gleichungssysteme

Gegeben: a;; € K und b; € K.

Gesucht: Losungen in K fiir

a1 1 + ... + ain-Tn, = b1
as1-T1 + ... + aon-T, = by
Am1 - T1 + oo + Qmn - Tn = by

Wir kénnen dieses Gleichungssystem auch in seine Bestandteile zerlegen:

die Koeffizientenmatrix A = (a;;) € M, ,, (K)

Z1
den Losungsvektor x: x = e K»
Tn
b
die Lésungsspalte b: b = e K™
bm

Also kbnnen wir das Gleichungssystem auch folgendermafien schreiben: A-x =b.

Eine andere Moglichkeit besteht darin, daff man das Gleichungssystem als eine lineare
Abbildung auffafdt:
fa(z)=0b mit fu:K*"—>K"

Fiir die Losungsmenge L (A,b) gilt:

L(Ab) ={zrcK":A-z=0b}= ;' ({b})

3.4.1 Satz (I11.4.1)

A-xz =016sbar & rg(A) =rg(Alb)

Anmerkung: (A|b) wird als erweiterte Koeffizientenmatrix bezeichnet:

air - Gin b1
(A| b) = S ‘.. E E € Mm,n-{-l (K)

am1 *** Amn bm

Beweis: Zuerst zur Erinnerung. Es gilt

T T
rgA=rg| vy -+ v, | =dim(vy,...,v,) =dim f (K")
! !
und
X1 n
Tn i=1

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §4: Lineare Gleichungssysteme



Seite III-50 Lineare Algebra I - Vorlesung

"= Es gilt:
A-x=5b
I T = b=xz1-v1+...4+x, 0,
A=|vy - vy
| 1

Nun folgt unmittelbar:
rg (A|b) = dim ((vy,...,v,,b)) = dim ({(vy,...,v,)) =rg(A)
7" Es gilt:

*

—~
~—

dim ((v1,...,v,)) = dim ((vy, ..., vn, b)) (V1,0 0n) = (U1, .., Un, b)

=
= b=xz1-v1i+...+xp v,
Das heifit:

1

i=1

Ty,
Anmerkung: (x) folgt nach Basisauswahl.

Folgerung: Wir kénnen einen Algorithmus zur Entscheidung iiber die Losbarkeit von
Gleichungssystemen entwickeln.

Berechnung des Ranges rg (A) und rg ( A|b) mittels elementarer Umformungen.
Struktur von ( A|b) - Voraussetzung: Eine spezielle Losung z ist bekannt mit A-2o =0

3.4.2 Satz (I11.4.2)
Es gilt:

(1) L(A,b) =20 +L(A,0)

(2) L(4,0) CK"”

(8) dim (L (4,0)) = n—rg(A)
Umformulierungen:

(1) A-z =0b wird als inhomogenes Gleichungssystem bezeichnet.
(2) A- 2z =0 wird als (zugehoriges) homogenes Gleichungssystem bezeichnet.
(3) L(A,0) wird als spezielle Losung des homogenen Gleichungssystems bezeichnet.

(4) L(A,b) wird als allgemeine Losung des inhomogenen Gleichungssystems bezeich-
net.

Beweis:
L(Ab)={z: fa(x)=0b}dxg,z € L(AD) = fa(x)=falxe) = falx—20)=0
= x—x9€ Kern(fa). Kern(f4)=L(A4,00 = L(A4,0)CK"
x—x9 €L (4,00 = xze€x9+L(A0). Seixz=u1x¢+u,ucl(A4,D0)
= Azxz=A-(xp+u)=A-zo+ A-u =A-290=>b, 20 +L(A,0) CL(A,Dd).
=0

Aus der Dimensionsformel folgt:

dim (L (A,0)) = dim (Kern (f4)) = dim (K") — dim (f4 (K")) =n —rg(A)
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3.4.3 Gaufi-Jordansches Eliminationsverfahren

Prinzip: Zeilenumformungen anwenden auf (A,b), eventuell wenige Spaltenumformun-
gen auf A alleine anwenden. Es gilt:

L(Ab)={z:A -x=10}

Behauptung:

1. Zeilenumformungen auf (4,b) dndern die Lésungsmenge nicht.
Beweis: (4,b) - Z-(Ab)=(Z-A,Z-b) = L(Ab=L(Z-AZ-D)
rel(Ab) = Axz=b = Z-Ax=7Z-b = zcl(Z -AZ-D
Z7'(Z-AZ-b)=(Ab) = L(Z-AZ b)CL(AD)

2. Spaltenumformungen auf A haben iiberschaubaren Einflul auf IL (4,b):

L(A-Ub) =U""-1L(A,b)

Beweis: (A-U)-2=b = A-(U-z)=b.U-2€L(Ab) = zcU't-L(AD).
Seid-z=b = (A-U)- (Ut z)=b = U'l-zecL(A-Ub)
Praktische Anwendung:

(i) A-Sl'Sg'...'S,-_1'S7-:A'U_1. Also U:E-Sl-SQ'...-S7-_1'S7-
Damit ergibt sich folgendes Schema (wobei A’ = A -U):

(A[E,)
i l simultane Zeilenumformungen

(A U)
Abbildung ITI-20: Schema fiir das Gauft-Jordansches Eliminationsverfahren
(ii) Bestimme L (A -U,b)
(iii) U-L(A-U,b) =L (A4,b)

In der Praxis werden héchstens Spaltenvertauschungen angwandt, da es ansonsten
zu viel Aufwand ist den Ldsungsraum zu berechnen.
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3.4.4 Beispiel fiir Gaufi-Jordansches Eliminationsverfahren

Gegeben sei folgendes inhomogene Gleichungssystem:

r + y + w + 4z =1
x — 2y + 3w = 2
y + w - oz 4

Nun schreiben wir das inhomogene Gleichungssystem fiir die Rechnung als (A,b)-
Matrix:

1 11 4 1 1 1 4 1
1 -2 3 0 2 — 0 -3 2 —4 1
0 1 1 -1 4 0 1 1 -1 4
11 1 4 1 11 1 4 1
2 4 1 2 4 1
-1 0L =3 3| 5 |)=(0L -3 3| —3
5 7 13
0 1 1 -1 4 0 0 3 -3 5
5 8 4 5 8 4
Lo 35 3 3 Lo 3 3 3
2 4 1 2 4 1
=01 -5 3| -3 |—=| 01 -3 3| -3
5 7 13 7 13
00 5 -3 El 00 1 —3 5
100 5 -3 1 00 5 -3
2 21 2 7
7 13 7 13
00 1 —¢ = 00 1 —¢ =
Aus der Matrix stellen wir nun wieder das Gleichungssystem auf:
l-z + 0y + 0w + 5.2 = =3 r + 5z = =3
0oz + 1.y + 0w + 22 = 2L & y + 2.2 = 2
0Oz + 0y + 1w -— %z = % w o — %z 1—53
Also gilt fiir L (4,b):
-3 -5z -3 -5
21 2 21 2
_ 15 5 _ 15 5
L(Ab) = 15,7 zeK) = 13 +K- 7
5 75 5 5
z 0 1
—— ——
o :L(A,O)

Zu guter letzt konnten wir noch eine Probe durchfiihren.
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3.4.5 Elementare Umformungen und Gleichungssysteme

Allgemeine Form: Gegeben ein inhomogenes lineares Gleichungssystem A - x = b.
Durch Zeilenumformungen erhalten wir aus der Koeffizientenmatrix (A|b) eine nor-
mierte Zeilenstufenform:

0O ... 001 % ... x 0 * ... x 0 =« * by
1 =* * 0 * * :

1 * b:

O b

0 0 b

Wobei die linke Matrix als A* (Spaltenpermutationen) und die rechte Spalte als b*
bezeichnet wird. Wir haben bereits gezeigt:

L(A,b) = L (A", b%)

da wir nur Zeilenumformungen und keine Spaltenumformungen verwandt haben um
auf die Zeilenstufenform zu kommen.

Bemerkungen:
1: Nicht alle b, ,,...,b;, = 0= Das Gleichungssystem ist nicht l6sbar.

Beweis: Sei etwa b, # 0, dann muf} gelten:

0-214+0-z24+...40-2, = by
~—
Wir erhalten also einen Widerspruch.
2. Seien alle b;,,,...,b;, = 0. Nun benutzen wir Spaltenvertauschungen um die Zei-
lenstufenform umzusortieren:
1 0 b b
c : E, c :
0 0 0 0 0 0
Dazu allgemein:
Az = Z T; v,
i=1
T 1 T n
A" 2t = Uiy Uiyt Vi, -w*:ZxZ-Uik
Lol l k=1

T} = Ty, ¢* entstanden aus x durch dieselben Permutationen.
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Wir erhalten also folgende neue Situation:

b3 T b3
E, C : E, C : :
br Z, b;
_ . —
0 0 0 0 0 o 0
N——
(*)
und
T Tr41 o Tr41
E, +C- +C
(*) = ZTr Tn = Ty Tn
0 0 0 0
0 0 0 0
Also:
X1 Tr41 bf
p)re | s )=
T, Ty br
——
= b

Damit gilt fiir den Lésungsraum:

Tri41
-C- N I
L(A*[b*) = n Trgts .. 2n €K

«— $T+1 —

“— Tn —

Kennen wir eine spezielle Losung ((b7,...,05,0,...,0)), so gilt:

-C - (y)
LA v =| " |+ y ye K"

Insbesondere:

yi1=-.-=by, =0 & Gleichungssystem 16sbar
& rg(4) =rg(Alb)
dim (L (A,0)) =dim (L (4*,0))=n— rg(A) =n—r

R/—./
=7

Der Algorithmus liefert eine Basis von L (4,0).
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3.5 Kapitel (IIL.5): Determinanten

Wiederholung: det: M, (K) — K, det (K" xK"x...xK") —K

n — mal
Die Determinante ist eine Funktion der Spaltenvektoren: det (4) = det (vy,...,v,).

Axiome:

(i) det(vy,...,v,) =0, falls es i # j gibt mit v; = v;. Bedingt: Die Determinante ist

alternierend:

det (vl,...,vi_l,vi,vi+1,...,vj_l,vj,vj+1,...,vn)

= —det (Ul,. < Ui—1,V5, V541, -+, Vj—1, V4, Vjg1, - ..,Un)

(ii) Die Determinante ist linear:
det (vi,...,a-v;+ 3 -v,...,v,) =a-det (vi,...,v;,...,0,) + 3 -det (vy,..., 0, ... ,0)

Bedingt: Die Determinante ist eine multilineare Abbildung mit Werten in K:
Multilinearform.

(iii) det (E,,) =det (ey,...,e,) = 1. Bedeutung: Normierung

Aus (i) — (i7i): Die Determinante ist eine normierte alternierende Multilinearform.
Hauptsatz: Es gibt genau eine normierte alternierende Multilinearform, ndmlich die
Determinante als Funktion der Spaltenvektoren.

Schon gezeigt: die Determinante einer (n x n)-Matrix muf die folgenden Eigenschaf-
ten haben:

Situation: A € M, (K), A = (a;;)

det (4) =4 := ) sgn (o) [[aio0
i=1

oES,
o 1 2 n _ (_ 1\#Inversionen
7= < o(1) 0(2) ... o) > sgn (o) = (1)

Eine Inversion liegt vor, falls i < j und o (i) > o (j).
Anmerkung zu sgn (S,,) — {1, —1} Homomorphismus, wobei

(i) sgn(o-7) =sgn (o) -sgn(r)

(ii) sgn (iyia ... i) = (=1)""", sgn(ij) = -1

(iii) o= (i1j1) - (i1j2) .. (i jr) = (1)

Wichtig sind die Eigenschaften der Determinante: Die Determinante wird als Funk-
tion der Spaltenvektoren aufgefafit:

7 7
A= V1 vt Unp e K'xK" x...xK"
! l n — mal
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Bisher haben wir folgende Schliisse gezogen:

(i) Cramersche Regel
(ii) A singulidr = det A =0
(iii) Verhalten gegeniiber Spaltenumformungen
(iv) A reguldr = det A #0
(v) A-z=b wobei A regulir hat genau eine Lésung: = = A~' - b

det (B;
(vi) und nach der Cramerschen Regel gilt: z; = det (Bi)

det (A)

(vii) wobei B; die Matrix A ist in der wir den i-ten Spaltenvektor durch b ersetzt

haben:
T T 17 T

Bi: Ul"'Uz'—lb'UiJ,-l---Un

L

3.5.1 Satz (II1.5.1)
Anmerkung: Aus (i) und (iv) folgt: A singulir < det(A) = 0 beziehungsweise A
regulir < det (A) # 0.

Beweis: Die Determinante wird bei additiven Spaltenumformungen (iii) nicht gedn-

dert. Sei A = (a;;) € M,, (K) und regulér.

1. Schritt: Wir méchten A so umformen, daff a;; # 0 ist:

7é 0 Koo oooon k
A — *k Koeooonn k
* * ...... *
Nun gibt es zwei Moglichkeiten:
a) a;; # 0: wird sind fertig.
b) aj] = 0:
0 P ?
A ~ *k kewo e k
S *

0 | 2407
AV‘-) ES3 Koo oo k
* * ...... *k
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Nun addieren wir die i-te Spalte zur ersten Spalte und erhalten:

70| ?2#07
AV‘-) E3 Koo oo k
S T %

ahy | 7 #£0 2
AW *k kewo e k
* Koewonon *

Nun addieren wird das (—&) fache der ersten Spalte zur i-ten Spalte:
aii

ajy | 0-ees 0
AV‘-) *k kewo e k
* Koewonon *

3. Schritt: Nun wollen wir A so modifizieren, dafl wir A von der folgenden Form
erhalten:

aly  0-eeeeenn 0
0 0/22 0 ...... O
A~
* DR *
* *
Situation:
alll K oee oo k
a1  a22 Qa2n
A~
* e e *
* *
Wiren as; = a2 = ... = az, = 0 so wihre rg A <n — 1. Daher 3j > 2 mit ay; # 0. Also
gilt fiir A:
aly 0 0
? az;
A~
* e e *
* DR *
Analog zu oben kénnen wir ass so modifizieren, daf® a), # 0 ist und ay; = 0 fiir
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1 =3,...,n2
aly 0o 0
? a/220 ...... 0
A~
* *
* e e *

Wir setzen das Verfahren analog fort und erhalten schlieflich:

ay, 0
!
22
A~ alys . =A
? o
wobei a;;, # 0 fiir 1,...,n. Wir wissen, da wir nur Spaltenumformungen benutzt haben,
daft det A = det A’. Aufgrund der Linearitit folgt:
1 0
det (A) =det (A') =a}, -aby ... al,, - 1.
? R

Weitere Spaltenumformungen liefern:

1. 0 aj 0
A/*)a/ll'a/22""'a;m'<0 ., 1>a/11'a/22""'a;m'En< 11._. / )A//

0 b

Ergebnis: A kann durch Spaltenumformungen so umgeformt werden, daf® wir A"
erhalten. Die Determinante ist leicht abzulesen:

det A=det A" =a},-a)-... a :Ha’--

3.5.2 Satz (II1.5.2): Es gibt nur eine Determinante

Beweis: Angenommen det, det’ erfiillen die Eigenschaften (i) — (iii). Nun unterschei-
den wir zwei Fille:

a) A sei singulir = det (A) = det’ (A) = 0.
b) A sei regulidr = Wir kénnen A durch Spaltenumformungen so umformen, daf wir
eine Matrix A* erhalten:
A_)(a’ll ‘.. 0 ):A*
0 ar.,

Wegen der Eigenschaft (iii) folgt: det (A) = det’ (A) =aj; -aby-... a’

nn*
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3.5.3 Satz (II1.5.3) Multiplikationssatz fiir Determinanten

Der Multiplikationssatz fiir Determinanten lautet: det (A- B) = det (A) - det (B)
Beweis:
a) Ist A singulidr = A - B ist singulir.
To 1

Schema des Beweises: K" —— K" ——= K"
Ist fp nicht surjektiv =  f4 o fp nicht surjektiv, Bild (f4 o f;) C Bild (f4)
Es gilt:

fap=facfs = rg(A-B)=rg(fap)
Ist rg (A) S n = K" wird h&chstens auf den K"~! abgebildet = Die Eigenschaften von
fB sind irrelevant.
Es folgt unmittelbar: det (A-B) =0, det(A)- det(B)=0.
b) A regulir = det (A) # 0. Sei A fest und B € M,, (K). Es folgt:

det'(B) = Sty

Zu zeigen: det’ (B) erfiillt die Eigenschaften (i) — (iii)
= det’ (B) = det (B) = det (A) - det (B) = det (A - B)

Dazu:
T T T T
B=| v, ...v, |, A-B= A-vy ... A-v,
! l ! |
Setzen wir nun in die Determinante ein, so folgt:
T T
det| A-v1 ... A-v,
= det’ vT UT = ! !
f ) det (A)

Nun wollen wir die Eigenschaften (i) — (iii) fiir det’ (B) nachweisen:
(i): Ist v; =v; mit i # j = A-v; = A-v; = det (A-vy,..., A v,) =0 = det' (v1,...,v,) =0.

(ii): Es gilt:
_det(A-E) det(A)

"(E) = = =1
det (B) = —3et () ~ det (4)
Also ist auch Eigenschaft (ii) erfiillt.
(7i7): Es gilt:
det' (v1,..., v+ B V), ..., V)
_ det(A-vy,... A-(a-op+Brvg), ., A vp)
B det (A)
o det(A-vy,...,a- Ao+ B Auy, A oy)
N det (A)
a-det(A-vi,..., A -vg,..., A - v)+ [ -det (A -vi,..., A vp,...,A - v,)

det (A)
= oa-det' (vi,..., V5. ...,0,) + B -det’ (vi,..., V..., 0,)

Damit erfiillt det’ alle Eigenschaften der Matrizenfunktion = Multiplikationssatz.
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3.5.4 Eigenschaften von Determinanten gegeniiber Zeilenumformungen

Gegeben sei A mit

a) skalare Multiplikation:

— W1 —
A= :
HU;H—)

Nun betrachten wir drei verschiedene Fille:

b) Vertauschung zweier Zeilen:

det

— wp —

—W;—1 —
— w; —

(f’u)i+1—>

(—wj._l —

— w; —

(fwj+1 —

— Wy, —

— w; —

=a-det | «— w; —

= —det

— Wy

— w1 —

—W;—1 —

Hwi+1 —
(—’LUj_l —

— w; —

ij%*l*)

Wn

c) Das a-fache der j-ten Zeile zur i-ten Zeile addiert:

Das Verhalten der Determinante bei Zeilenumformungen ist analog zu den Spalte-

numformungen.

Die Beweise folgen direkt aus dem Multiplikationssatz mit Hilfe der Umformungsma-

trizen:

a) Multiplikation mit M; (o) von links:

det (M; (o) - A)

— w1 —
—w; + o wj —

: =det
— w; —

det

Wn

-det (A) = «-det (A)
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b) Multiplikation mit V;; von links

1.
det (V;;-A) = det : : A
L0
1
1.
= det : : -det (A)
1 -01 .
1

= (~1)-det(A) = —det (A)

Nun gilt: det (V;;) = —det (E,), da V;; durch Vertauschung von i-ter und j-ter Zeile
in E,, transformiert wird.

c) Multiplikation mit A;; (o) von links:

1.
11 e
det (A (o) - A) = det e A
1 -
"1
1.
1 1 «++ «
= det R -det (A)
11.
1

1-det(A) =det (A)
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3.5.5 Kochrezept: Praktische Berechnung der Determinante

(i) Durch Umformungen wird A in eine Gestalt transformiert, so da man die De-
terminante ablesen kann.

(ii) Buchhaltung der Verédnderung der Determinante beim Prozefs (:).

(iii) Endgestalt der Matrix:

viele Nullen: obere oder untere Dreiecksgestalt
Eine Spalte oder Zeile besteht nur aus Nullen = det (4) =0

3.5.6 Beispiel fiir die Determinantenberechnung

1 2 3
Gegeben sei Amit A=| 4 5 6 |. Nun gilt:
7 8 9

1 2 3 1 2 3 1 0 0 1 0 0
det| 4 5 6 |=|4 5 6|=|4 -3 —6|=|4 -3 0|=0
7 8 9 7T 8 9 7T -6 —12 7 —6 0

3.5.7 Satz (II1.5.4) Multiplikationssatz fiir Blockdeterminanten

Behauptung:

A|O

det =det(| A|] det(| B
* B

Beweis: Wir unterscheiden zwei Fille:

Fall a) A singulir oder B singulir = rechte Seite = 0.

A0 A0

Zu zeigen: ist singulir, daft heifdt rg <n
* ' B * ' B

Angenommen A ist singulir. Durch Zeilenumformungen, die die Determinante nicht
dndern, kann A in folgende Gestalt transformiert werden:

Q------ 0
Kewoonn %
Kewoonn %

| S —

Wenden wir nun diese Zeilenumformungen auf die gesamte Matrix an, so erhalten
wir eine Matrix der Form:

c|o
* | B
#
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Das heifdt: rg (#) < n = det (#) = 0. Analog verfahren wir fiir den Fall, daf} B singulir
ist.
Fall b) A und B sind regulidr = durch Zeilenumformungen kann man die Matrizen

[a)-(B))| 5

auf die folgende Gestalttransformieren:

(5] 0
a1 0 b1 o0 * Qo 0
« e )\ x T B 0
* Bs
(##)
bringen. Nun gilt: det (4) =1 ... - a,, det (B) = ;1 -...: ;. Durch weitere Transfor-

mationen, die die Determinante nicht verindern erhalten wir fiir (##):

a1 0
. 0

* o

= det (###) = det (A) - det (B).

3.5.8 Definition (IIL.5.a): Transponierte Matrix AT

)

tA = AT = (aji);;» wobei A = (aj;),;. Die transpornierte Matrix entsteht durch Spiege-
lung der Matrix an der HauptdiagonalenIII:

a11 a1 Gn1
AT a12 a2 an2
A1m a2m, . Anm,

Anmerkung: Die Zeilen von A werden die Spalten von AT

Zur Erinnerung:

f
vV —- W
f*
VY «— W"=Hom(W,K)
Aof = A
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Sei 2A: vq,...,v, eine Basis von V und B : wq,...,w,, eine Basis von W.
Die dualen Basen: 2A*: vf,...,v} von V* und B* : wi,...,w), von W*, mit

wl s W Kot () =0y ={ § (7

Anmerkung: §;; ist das Kroneckersymbol.
Dann: M3 (f) = A, M. (f*) = AT und dim (Bild (f)) = dim (Bild (f*))
(In dieser Vorlesung schreiben wir die Ausgangsbasis oben.)

Beweis: Sei AT = (a;;). Nun gilt fiir die Determinante:

n

det AT Z sgn (o H (i) = Z sgn (o Hag(

oES, i=1 o€ES,
Nun setze j := o (i), dann ist i = 0~ !(j). Die Kommutativitit der Multiplikation
liefert:
det (AT) = Z sgn (o Ha]d 1(
oES,

Noch zu zeigen: sgn(c) =sgn (o™ !).

Wir werden fiir die Behauptung zwei verschiedene Beweise fiihren:

L o= (i1j1) - (i2j2) - - -~ (ir Jr)

= o7l =(ij1) " (2ga) e (i ge) T = (i) - (G2 ) - (i )
ILid=0-07! = 1=sgn(id)=sgn(c) sgn(c™!) = sgn(c)=sgn(oc!)
Dabher:

det (AT) = Z sgn Ha]c, 1(5)

ogES,

= % e oo

o-1leS,

= Z sgn H aj 7(4)

TES,
= det(A4)

Folgerung: Die Determinante, als Funktion der Zeilenvektoren ist ebenfalls charakte-
risiert durch die Axiome (i) — (iii) einer normierten alternierenden Multilinearform.

3.5.9 Satz (II1.5.5): Laplacescher Entwicklungssatz

Gegeben sei A € M, (K). A;; € M,,_; (K) entsteht aus A durch streichen der i-ten Zeile
und j-ten Spalte. Hier ein Beispiel:

) A23<

A=

- &~ =

2
5
8

© O W
-
[0l \V]
N—
b
)

[
|
N
(G20 \]

2

Es entstehen n° neue Matrizen.
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Eine Matrix kann sowohl nach der i-ten Zeile als auch nach der j-ten Spalte entwickelt
werden:

(1) Entwicklung nach der i-ten Zeile entwickelt: det (A) = Z (=) a;; - det (A;;)

3

(2) Entwicklung nach der j-ten Spalte entwickelt: det (A) = Z (—1)"*7. a;j - det (A4;5)
i=1

Als Beispiel wollen wir nun A nach der 2-ten Zeile entwickeln:

det (A) = (=1)°T" a9 -det (A1) + (—1)*7? - agy - det (Aga) + (—=1)*7 - agg - det (Aa3)
2 3 1 3 1 2
= 4“8 9 +5"7 9‘6"7 8‘

= —4-(18—24)+5-(9—21)—6- (8 —14)
= 24-60+36=0

A ist also singulir. Bei genauerem Hinsehen wird ersichtlich:

1 2 3 0
4 | =2 5 ]+ 6 |=|20
7 8 9 0

Wir werden hier nur den Beweis fiir die Entwicklung nach der i-ten Spalte fiihren.

Sei A gegeben mit

— v —
A=« v; —
— v, —

Die Determinante von A ist nun eine Funktion der Zeilenvektoren:

n
det(A) = det(vl,...,vi_l,vi,vi+1,...,vn):det ’1}1,...,’1}1‘_1,5 Qij - €5,Vit1y--.,Un
Jj=1

n
= E aij~det(vl,...,vi,l,ej,viJrl,...,vn)
J=1

ai cee G151 a4 a1,541 ce. Q1p
n Aj—1,1 -+ Ai—1,5-1 Qi—175 Ai—1,541 --- Ai—1n
Jj=1 @411 -+ Qi41,5-1  Gi+15  Aitl,j4+1 -+ Qitln
an,1 cee Qnj—1 Qn,j Qn,j+1 ceo Onn
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Nun formen wir weiter um:

a4 ai1 N a15—1 at,j+1 .. Q1n
(%) n - @i—1,j Qi=11 -+ Gim1j—1 Qi—1,j4+1 --- Gi—1,n
det (A) = g a;j- (=1)7" - det 1 0o ... 0 0 ... 0
Jj=1 Ai+1,5 Ai41,1 -+ Ai415—-1  Ait1,541 -+ Aitln
Qn,j Gn,a1 .. Qnj—1 An,j+1 -+ Onn
1 0 - 0 0 e 0
1,4 ail . A15—-1 a1,541 --. Qln
(#) »
Z itj—2
= Qg - (71) - det @i—1,5 Ai—1,1 -+ @Gi—15-1 Gi—1,454+1 --- Gi—1n
Jj=1 @415 Ai41,1 -+ Ai415-1  Aip1,541 - Aitln
Qn,j Gn,1  --- QAngj—1 Qn,j+1  --- Qpn
n
- i+j
= > ay- (=17 - det (4y)
Jj=1
Anmerkung:

Zu (x): Paarweises Vertauschen der Spalten, so dafR die j-te Spalte in die erste
Spalte iibergeht (j — 1 Schritte).

Zu (#): Paarweises Vertauschen der Zeilen, so dafl dieb i-te Zeile in die erste
Zeile iibergeht (i — 1 Schritte).

Die Laplace-Entwicklung ermoglicht eine rekursive Berechnung von Determinanten
- Sie ist eher von theoretischer Bedeutung, da aus Griinden der Performance nicht
praktikabel. Ermaoglicht auch eine rekursive Definition von Determinanten beliebiger

Grofde.

3.5.10 Erginzung zur Leibnizschen Determinantenformel S,

2

. . o 1
Fir S, gilt: S, : 0= ( o(1) o(2)

07(171) )’ o:{1,...,n} —{1,...,n} Bijektion

3.5.11 Definition (II1.5.b): Inversion

Gilt fiir (i,7) mit ¢ < j, daR o (i) > o (j) so spricht man von einer Inversion.

Beispiel fiir Inversion: Sei o gegeben mit:
(12 3 4
77\ 34 21

Folgende Paare sind Inversionen: (1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4).
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3.5.12 Definition (IIL.5.c): sgn (o) := (_1)#1“"”310“9“

Fiir jede Inversion oder Transposition 7 € S,, gilt sgn (7) = —1.
Also gilt:
(i) sgn(c)=1 <  Anzahl der Inversionen ist gerade: ¢ ist eine gerade Permuta-
tion
(ii) sgn(c) = -1 & Anzahl der Inversionen ist ungerade: o ist eine ungerade
Permutation

Auf diese Art und Weise brauchen wir (n — 1)+ (n—2)+...+2+1= "‘(7;_1) = ( g )

Vergleiche. Dies ist fiir grofie ¢ nicht mehr praktisch.

3.5.13 Lemma (IT1.5.6):

o(j) =0 (@)

i,j €{1,...,n} Fiir jedes o € S,, gilt: sgn(o):H i

i<j
Beweis: Sei m die Anzahl der Fehlstinde von ¢. Dann gilt:

i<j i<j i<j
J ey <o () o(i)S ()

(D" [Lic; G —1) (—1)mH|0(j) —o (1)
= )"]JG-9)

1<j

Bei der letzten Gleichung hat man sich zu iiberzeugen, dafi die beiden Produkte bis
auf die Reihenfolge die gleichen Faktoren enthalten.

3.5.14 (IIL.5.7): Sé&tze iiber das Signum

Es gilt:

(i) sgn(co7) =sgn(o)-sgn(r),sgn: S, — ({1,...,n},) ist Epimorphismus von Grup-
pen.

(ii) sgn (i1,... i) = (—=1)"""
(iii) sgn (c7') =sgn (o)
Beweis:

Zu (i):

n(ro0) = [[LEU =T W) _[[rle)=r®) pol)=o0

J T
j—i o (j) —o (1) j—i

i<j i<j i<j

Da das zweite Produkt gleich sgn (o) ist (folgt direkt aus obigen Lemma (II1.5.6)),
geniigt es zu zeigen, dafl das erste Produkt gleich sgn (7) ist.
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T(e()—7(0(@) _ T(0(j) —7(o (i) 7 (0 (j)) — 7 (o (i)
E o (j) —o (i) B 11 o(j)—o (i) 11 o (j) — o ()
o (i) <o) o (1)>o(4)
_ 7 (0 (j)) — 7 (o (1)) 7 (0 (j)) — 7 (o (i)
- 1:! o(j)—o(i) 11 o (j) —o (i)
o (i)<o () o (i) <o (i)

Da o bijektiv ist, enthilt dieses letzte Produkt, bis auf Reihenfolge, die gleichen
Faktoren wie H 77-(2) =sgn (7).

— 0
1<J ‘]

Zu (it): Jedes o € S,, 14ft sich als Produkt von Transpositionen darstellen (direkte
Folgerung aus (i)): 0 =7 0...07, d.h. sgn (o) = (—1)k.

o = (i1---i) ist ein Zyklus der Linge k, d.h. o ldfit sich auch in folgender Form
als ein Produkt von k — 1 Inversionen darstellen: o = (i1is) (i2i3) - (ig—1ix). Also ist

sgn (o) = (-1
Zu (iii): siehe Definition (II1.5.a)

Aus (i) und (i7) erhalten wir zwei Varianten fiir die praktische Berechnung des Si-
gnums:

X)) 0=(i1,--yir) (brg1, - 0s) (Ust1yevyiz) ... = 21+... 2, WObei z; ein Zyklus der Linge
r; ist. Nun gilt fiir sgn (0):

Sgn (0> — (_1)T171+...+Tk71

(II) o= H Transpositionen:

r

o= [ Grin), senio)=(-1

Beispiel:
(1 2 3 45 6 7 8 9 10
76 57231410 8 9
Zerlegung in Zyklen: (16)(25374)(8109). Alsos

Nun Zerlegung wir ¢ in Transposition: (16)(24) ( 7)(23) ( 5)(89) (810).
Also: sgn (o) = (-1)" = —1.

OQ
—~ =
S)
—
Il
/\
>_.
N—
()
|
_
—_
ot
[
—~
—
N—
w
L
I
|
—

3.5.15 Permanente - Ungeldstes Problem der Komplexititstheorie

Sei A € GL (n,K). Nun ist Perm (A) (die Permanente) definiert als

Perm (A4) = Z ﬁaiya(,»)

€S, i=1

Perm (A) ist dhnlich der Leibnizschen Determinantenformel.

Problem: schnelle Berechnung, denn die Formel ist exponential Komplex. D.h die
Rechenschritte wachsen mit n! ~ n™ = ™08 > gn,
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3.5.16 Definition (IT1.5.d): Adjungierte Matrix ad (A)

Die adjungierte Matrix ad (A) ist gegeben durch ad (4) := ((fl)iﬂ -det (Al-j)) N
ij

Die Vorzeichen liefern ein Schachbrettmuster:

+ 1+
L+
+ 1+

(—1) =

3.5.17 Satz (I11.5.8)

Sei A € M,, (K). Nun gilt:
(ad (4))" - A=det (A)-E,

Beweis:
T

(ad (A))T A= ((—1)i+j -det (AZJ)) o (aij) = (b”)

)

Also gilt fiir jedes einzelne b;;:

bij = (71)i+k . det (A’Lk) . akj

NE

el
Il
=

(1) ay; - det (A

I
M=

=
Il
—

Obige Umformung verstehen wir als Entwicklung nach der i-ten Spalte der Determi-
nante.

In A wird die i-te Spalte gestrichen und durch die j-te Spalte ersetzt. Nun treten
zwei verschiedene Fille auf:

(I) Fiir ¢ = j: b;; =det (A)

(II) Fiir i # j: b;; = 0, da wir eine Matrix erhalten, deren i-te und j-te Spalte identich
sind.

Daher:
det (A) 0
(ad(A))T-A:< ):det(A)-En
0 det (A)

Inversenbildung einer Matrix: A invertierbar < det (4) # 0. Deshalb folgt fiir inver-

tierbare Matrizen: .

-1 _
A= det (A)

- (ad (4))"
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Beispiel:
Sei A gegeben mit

_(a B
4= ( v 0 >
und sei det (A) =« -0 — (-7 # 0. Fiir die adjungierte Matrix ad (4), beziehungsweise
die transponierte adjungierte Matrix (ad (4))" folgt:

ad () ( At et () > B ( [ ) (ad (4))7 = ( A )

Damit ergibt sich fiir die inverse Matrix A~ !:

1 1 . 6 -0
e (L))

Probe:
_ o 1 5 =
AaT = (v g) aéﬂ'v'(v aﬁ)
B 1 .<a-5—5-’y —a ﬁ—l—a-ﬁ)
@3B \ 7678 ad-fn
a~5ﬂ~’y.<10><10>
T a-d—-p-y \LO 1) \01

Nun kennen wir zwei Mdglichkeiten zur Inversenberechnung:

(I) Formel
(IT) Zeilenumformungen von (A|E) nach (E|A™!)

In spéteren Vorlesungen werden noch mehr Mdoglichkeiten entwickelt.
Folgerung:

det (ad (A)) = (det (4))" "
falls det (A4) # 0:

(ad (4))"-A = det(A)-E,
= (ad (A))" = det(A)-A~!
= det (ad(A))T) = det (det (4)- A1)
= det (ad (A)) = (det(A))"-det (A7)
= det (ad (4)) = (det(4)" &
= det (ad (4)) = (det(A4))""

Wir haben folgende (schon bekannte) Eigenschaften der Determinante benutzt:
det (- M) =det (a-v1,...,a-v,) =a™-det (vq,...,0,) = ™ - det (M)
det (A7) = det (A)

Bleibt zu zeigen:

det (Ail) = m

Beweis:

- 1
~ det (4)

A-A'=E=det(A-A"") =det(E) = det (A) -det (A™') =1=det (A7)

fiir det (A) # 0.
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3.5.18 Bemerkungen zu GL (n,K)
Allgemein gilt:
GL (n,K) ={4A €M, (K): A invertierbar}
A invertierbar < det(4A)#0 <& rg(4)=n

Bemerkungen:
1. Anzahl GL (n,F,) =Anzahl GL (n,Z/,z) = (p" —1)- (p" —p) - ...~ (p" —p" ")

2. A (a), M;(f) mit ,0 € K* = K\ {0} = Jede regulire Matrix ist Produkt von
gewissen A;; (o) und M, (5). Man sagt: A;; (o) und M; (3) erzeugen GL (n,K).
3. Spezielle lineare Gruppe SL (n,K)

SL (n,K) := {4 € GL (n,K) : det (4) = 1}

Behauptung: SL (n,K) ist eine Untergruppe der GL (n,K)

(i) det(A-B) = det(A) -det(B) = SL(n,K) ist unter der Multiplikation abge-
schlossen.

(ii) Gruppenaxiome:
(1) Einselement E,, € SL (n, K)

(2) Assoziativitét vererbt sich von der GL (n,K)

(3) Inverses Element:

1
det (A™') = ———
et (A7) = 3 (A)
Existenz:
1 n'V. 1
d t A71 = = - = 1
et (47) = qe (A) 1

(4) SL (n,K) wird erzeugt von den A;; (o) fiir i,5€1,...,n, « € K

4. SL(n,Z) = {A €M, (Z) : det (A) = 1}. SL (n,Z) ist auch Gruppe: E, Assoziativitit,
Abgeschlossenheit klar.

Inverses Element:

(0™ j4yl) = (D -144]) €SL(n.2)
————

(%)

Anmerkung: (x) ist ganzzahlig.
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