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`�a-b ced]fhg�i�jZk
(IV.1) lnm g-o'jZprqsjZt�i�j'u m gvo'j<pxwrj[y,i+zxt{jZp

|<}�~�}�~ �&���]�]���������
(IV.1.a) ��� �����+����������� � ���������������0����� � �������<�O�{�]�

� �+�����x�+�������r�+��� � �]�]���������]�]�����s�<�
f : V→ V

�x�+ ����+���]�<���0���+�����
A ∈Mn (K)

¡ �£¢
λ ∈ K

�]����¤�� � �����+���������W�����
f
�x�+  ���+���<�]�������+���0�

A
���+�<�¥����¦�� �

∃v 6= 0 : f (v) = λ · v �x�+ ����+���]�<���0���+����� ∃x ∈ Kn \ {0} : A · x = λ · x
¡ ���§¢ � ��¦��

f (v) = λ · v �¨���
v 6= 0

�]���@�<�+��¤��
v
�+��� � �����+���������0���©�����

f
 ��]� � �����+���������

λ
}

ª �]�{¦���� � ����¦��
A · x = λ · x �¨���

x 6= 0
�I���«�<�+��¤��

x � �����+����� �������^�����
A

  �<� � �����+���������
λ
}

¡ �����§¢ � ��� (λ, f) = {v ∈ V : f (v) = λ · v} �¬���O���¦�� � �����+�<�����<�®�����
f

 ��]� � �����+���������
λ

�x� ¯
 ��+��°��]�<����}
ª �]�{¦���� �K� ��� (λ, A) = {x ∈ Kn : A · x = λ · x} �����O�T�{¦�� � �����+�<�O�{�<�±�����

A
  �<� � �����+�Z¯�������

λ
�x�+ ��+��°��]�<����}

ª °������<�]� �s² � � �����+�<�����<�³���0�´���<°�� {0} �+���0�]�{¦����+�x�µ���������<¦·¶E�]¦�¦h���+��� � �����+����� ����������+��¸�¤«���]�������©�&���]�]���������¹����� }

|<}�~�}»º ¼½�+���0�]���+¦��&¾§¿<� � �����+�����������
��¢h�^�O�����]�]�«�<�À�����<�+�¹ÁÂ���<���+¦

α
���

R2 �<�����x�+�,�<���ÄÃ^�O���]�O�<�]�«�Ä�O�+�<�]�]�Z���©����� }
� �^�]�{�]�<�+¦��&�0��°��e�]�Å�+���]�Æ¦����]���{��� ª �<�_��¦��<�]�<�<}´Ã^�Ç�]���sÈÉ���0�O��ÊË�{�]¾£ ��]�����+¦�¦��+�e�x�����O�{°����0�+�
�����n�W�{�E�_�{�0���������&���+�<�Ì�����Í�<�����+���] ��+¦��]�+�ÉÎ��_�{¦����+���������0���O��� ¡ �]�����

e1
�<�]�

e2
¢^�]�S�+���]�+�

ÁÂ���<���+¦
α

�Z�O�+�<�+� �

α

cos(α)

R2

sin(α)

e1

Ï�Ð{Ð ���»$�"{�{(���µ1
2 �{Ñµ�
	�.+"{�{(¬Ò ���
e1

"��
α

R2

α

e2

cos(α)

− sin(α)

ÏµÐ{Ð ����${"{�{(����1vÓ��{ÑÔ�
	�.+"{�{(¬Ò�� �
e2

"{�
α

�&�{�����¬���O�����<�¬�0��°��¥¾§��¦����+�<�]�´ÈÉ���0����ÊÕ¾£¿<�^�+���]�´�Ä�O�+���<�]���]�Ö�]����ÁÂ���Z����¦
α �

Dα =

(
cos (α) − sin (α)
sin (α) cos (α)

)

�&���E�&� �������¨���]�{���0�´�����
Dα

���0�½���x�+�]¾£�{¦�¦��½¦��+��°����½  �¥�x���O�+°��]�]��� �
�]���

(Dα) =

∣
∣
∣
∣

cos (α) − sin (α)
sin (α) cos (α)

∣
∣
∣
∣
= cos2 (α) + sin2 (α) = 1

�]� �
(Dα) = 1

�_�x}��x}·�+���]�E�Ä�O�+���]�<�����O�]¸{¦��¬�<�+�¥ÈÉ�{¤[�������r}

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
"{�{(��IÓ�Ú+Û{Ü "{���<Ó�Ý Ý{2 Þ02��_%'��(�	0�+*r	0�-�
	Ô"{��$^%x�)( Ò�	�ß��
���
	��



/+	0���
	����1vÓ ×[���{	0���!	 Ï ��(�	 Ð �3��r1'�I���
�)	 � "��{(

¶E�]������¦�¦��+�Õ�¬���Ä�]��� � ���������W� �����´�x�����+°��]�<�+� � Dα · x = λ · x }ª �]���������������O���0°��]��� � �O¿<�]�<�+�¥¾£��¦���� � � ¿Z� α 6= 0, π
�����]�¬���½�������<� � �����+�������������O�+�x}� ¿<�

α = 0
�x�+  ���+���<�]�������+���0�

α = π
����¦�� �

¡ ~{¢
α = 0 � D0 = id

�Ô�]�{�]�X�����
D0 · x = x ⇒ � ���]�����������0���

x 6= 0
����� � �����+�������������@ ��]�

� �����+���������
1
}

¡ º�¢
α = π � Dπ = −id

�'�]�{�]�Ë���0�
Dπ · x = −x ⇒ � �+�]�����������0���

x 6= 0
����� � �����+���������0���^  �<�

� �����+��������� −1
}

�'¢��^�O�+���<�]�«�<�À�+���]���ÕÁÂ���<���+¦
α

���
C2 �<�W���x�+�,�<���ÄÃ^�O���]�O�<�]�«�^���+�<�]�]�<���©���0��}

ª ¦��0� � Dα : C2 → C2 }
¶E�]�¥�Æ¿]�0���+�������^¾§��¦����+�<�]�+���������]¦�� Ê[�+� � ¦��+��°����]�<�������[�0�0�+� ¦	������� �

(
cos (α) − sin (α)
sin (α) cos (α)

)

·
(

x
y

)

= λ ·
(

x
y

)

ÁÂ���©�s�<¦��0���]¦��� ��������+�Õ���_�����+� � ¦�����°����<�]�����
�[�������±�{�<� �
x · cos (α)− y · sin (α) = λ · x
x · sin (α) + y · cos (α) = λ · y

ª �]��°��]¦�����¤[���]�«¾£�{���0�+�«�����¬�{¦�¦����,�����¨�©�����
x
�x�+ ��������]�]���0���+�����

y
 ��]�0�������+�@�<�]�¨���O�<��¦��0�+� �

x · (cos (α)− λ)− y · sin (α) = 0

x · sin (α) + y · (cos (α) − λ) = 0

¶E�]�¥�0�]°��<�+�������©����¦�°��<�
λ
�I�]���E�]��°��������O���[���{¦���������]�<���+�¹���+�����������+�x}

ÁÂ¸��O�
A

�O�+���]¦�¸{� � A · x = 0 ⇒ x = A−1 · 0 = 0
ª ¦����Æ�]���3���+�]�<�����Í¼W�+�]���]���]�<� �

(
cos (α)− λ − sin (α)

sin (α) cos (α)− λ

) ���0�¥�0���<���]¦�¸�� ⇒
∣
∣
∣
∣

cos (α)− λ − sin (α)
sin (α) cos (α)− λ

∣
∣
∣
∣
= 0

⇒ (cos (α) − λ)
2

+ sin2 (α) = 0

⇒ λ2 − 2λ · cos (α) + 1 = 0

�&���+�0� � ¦��+��°����<�]�@���0�½���
C

���¨�����½¦����0�]�{� � λ1,2 = cos (α)± i · sin (α) = e±iα }
λ1,2

�O�+��¦�¦'¯K���+�<�{��¾£¿<�
α = 0, π

}
¼½�����<��� � λ

���0� � �����+��������� ⇒ λ2 − 2λ · cos (α) + 1 = 0
}

¼½���]�{�<�<���<�]� ��&���EÃ&�«���+�<���]�]�«����¦��W���<°�� � λ2 − 2λ · cos (α) + 1 = 0⇒ λ
���0� � �����+��������� }

¼½� �W����� �
λ2 − 2λ · cos (α) + 1 = 0 ⇒

∣
∣
∣
∣

cos (α) − λ − sin (α)
sin (α) cos (α) − λ

∣
∣
∣
∣
= 0

⇒ ��� ( cos (α) − λ − sin (α)
sin (α) cos (α)− λ

)

︸ ︷︷ ︸

+ A

≤ 1

⇒ �<���
(L (A, 0)) = 2− �O�

(A) ≥ 1

⇒ ∃
(

x
y

)

6= 0
�¨���

Dα

(
x
y

)

= λ ·
(

x
y

)
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|<}�~�}�� ÎZ���� 
(IV.1.1)

ÎZ���
A ∈Mn (K)

}·�&�{�]�¥����¦�� �
¡ �£¢

λ ∈ K
���0� � �����+��������� ⇔ �<���

(λ · E−A) = 0
¡ ���§¢ ² ��� λ � �����+��������� ⇒ � ��� (λ, A) = L (λ ·E−A, 0)����� �]���

( � ��� (λ, A)) = n− �O�
(λ ·E−A)

¼½� �W�����0� �
(i) � ⇒� λ � �����+��������� ⇒ ∃x 6= 0 � A · x = λ · x ⇒ (λ ·E−A) · x = 0

}
�&�{���<�+��¤�� � �<���

(L (λ ·E−A, 0)) 6= {0} �]�]��� (L (λ ·E−A, 0)) ≥ 1 ⇒ �O�
(λ ·E−A) � n

⇒ (λ ·E−A)
�]��°����¬���+���<¦�¸�� ⇒ �<���

(λ · E−A) = 0
}

� ⇐� �<���
(λ ·E−A) = 0 ⇒ (λ ·E−A)

���0�½�����]���]¦�¸{���<�O�
(λ · E−A) � n

⇒ �]���
(L (λ · E−A)) ≥ 1 ⇒ ∃x 6= 0 : (λ · E−A) · x = 0 ⇔ A · x = λ · x

(ii) x ∈ � ��� (λ, A) ⇔ λ · x = A · x ⇔ (λ ·E−A) · x = 0 ⇔ x ∈ L (λ · E−A, 0)ª �]�������[�<�]� � �&���+�0����¼½� �W�����W�����½�+���]�^�r��¦������]�0� ª �<¾£�����x�E���Õ�]���©�Æ¿]�<�]¦���°��<�+���·��¿]¾£�<�]�<�]�]�
���©�[���+¦�� � ¦����¨�������^�]���Ä¦����<�+���O�+� ª ¦������]���s�{�]¾>�����«�_�����0� ª �����<�]��Á �+�����&�����Í�_���]��������}

ª ¦��0���O�<�{�0�����n¼½� �O�+°��<���]�]�«����� � �����+���������0�+�
ÁÂ��������������� � �]��� (A− λ ·E) = 0

} � �¬�����<�¬ ��W���YÈ ����¦���°��<���+�����+� � �����+�����������E ��¥�r� �O�+°��<�]�+� �
A · x = λ · x ⇔ A · x− λ ·E · x = 0

¶E�]�s�s¿]�0���+�Í�����K�]�]�h���<��¿<�x�����]�����x�<���{���¨���]�]�{�<�^ �������°��<�+�@�]� �
(B)

�<�]�«�<���
(−B)

�[¦����
�����O�<�+�r}
� �½�����¬¦��+��°�����  �¥�0�+�]���r�_�<��¤¹¾£¿Z�

B ∈Mn (K)
���+¦��0�+���s�Z¤ � �<��� (−B) = (−1)

n · �<��� (B)

|<}�~�})| � �+�0�0�{¦��W�����¥�]���
(λ · E−A)

�x�<���O���´����¦�¦��+�e�����n�<�]�E�<��� x�+���_�]�� ���°��<�«�&���0���O�����]�{�������]¾£���O���+¦����<� � �+�]¸{°����0�]���E ��<�O¿<°���¯
�O�<¾£�+�

�]���
(A) =

∑

σ∈Sn

�0���
(σ) ·

n∏

i=1

ai,σ(i)

ÁÂ���n�O��°������+� �]�<����� ª �]�����]�������Ë�{�]¾W�]���
n
� ���������O�+� � ª �]� � �+�<���	�'�+��¦��@�����O�É�+��� � �����0���

�{�]�0������¸{�]¦�� �]���@�<��¤ � ���]�ÆÎ[�]��¦��0�E�+���<����¦'���������O���0�+�T����� }
ª �]�]�{�<�¨� � Á ���E��¿Z�O�]��� �{�]�´ ����+�Ô�����O�0°��]���+�]���]�+�
�'�+��¦��+�e ����+� � ¦��+���+�����Í�{�]�E�<���O����¦��x�+�
Î[�]�{¦��0�n���<�0��¸{�]¦��+� �

a σ3,   (3)

a σ5,   (5)
5. Zeile

Spalte

3. Zeile

ÏµÐ{Ð ����$�"��{(����1 � � Ï " � *Y��.���Ø�*,	���	��Y%'��	��¬	����!	K��" � $�	0� � 	�� Ð 	0�n/+�����)�!	
ÁÂ���Õ� ���<�]�+� ���x�����<���+�0� ª �]�������<¦��]��°����¨�0�O���r���r�¬�<�Ì�+������°�� �r���

σ
�<� �+���]�Ë¼½� � �����0������]�{�<�]�+¦�� }

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
"{�{(��IÓ�Ú+Û{Ü "{���<Ó�Ý Ý{2 Þ02��_%'��(�	0�+*r	0�-�
	Ô"{��$^%x�)( Ò�	�ß��
���
	��
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|<}�~�}�� ¼½�+���0�]���+¦'¾£¿Z�
n = 3

¡ �]���ÆÎZ�����O�<����°��]���^�����+¦§¢
� �½����¦�� �

�]���




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



 = a11 · a22 · a33 + a12 · a23 · a31 + a13 · a21 · a32

−a31 · a22 · a13 − a32 · a23 · a11 − a33 · a21 · a12

�&���ÍÎZ�������]���0°��]���Ä�+���+¦x���0�¬�<¸{�<�_�«�{�<���]���&ÎZ°����]¦��n�x���{�{�<��� }
ª �]�������[�<�]������  �¥�<�+� �����O ��+��°��]�+� �¼½� �0�O�{°����0�+�¥�����Ä���<�Ä�]�+� �r���O�

a12 · a23 · a31
���«����¦�� �

(
1 2 3
2 3 1

)

= (123) ⇒ �����
(123) = (−1)

3−1
= 1 ⇒ +

ª �]�{¦���� � a13 · a21 · a32 �
(

1 2 3
3 1 2

)

= (132) ⇒ �����
(132) = (−1)

3−1
= 1 ⇒ +

ª �r� � � a13 · a22 · a31 �
(

1 2 3
3 2 1

)

= (13) ⇒ �����
(13) = (−1)

2−1
= −1 ⇒ −

�&���·�O�+����¦���°��]�+���,�����¨�h�����]�´�{�]�{¦����¬ ��&�x�+�<���<�]�+¦��^¯_�����+�]�·�{�<°��E�����
(σ)

¡ �&���]�]��������� � (III.5.c)
¢�}

� �����©���]�¥�<�Z°��¥�+���<����¦x�]�����Ä�+���+¦'�����ËÎZ�������]�©  �<�ÀÈÉ�������+� �

a31

a12

a22a21

a13

a23

a33

a11 a12

a21 a22

a32a31

a11

a32

+ + + − − −

Ï�Ð�Ð �)�»$�"{��(����1 � �	�>	0(�	���Ò ���´/����
�!" �
¶E�]������¦�¦��+�Õ�¬���Ä�+���]� � ���O���+¦x¾£¿Z�^�<���

(λ ·E−A)
�_�����x�+�

(λ ·E−A) ∈Mn (K)
�I�+���
����°0���+¦��r}

ÁÂ��������������� �

�]���
(λ ·E−A) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

λ− a11 a12 . . . −a1n

−a21 λ− a22 . . . −a2n}}} }}} } } } }}}
−an1 −an2 . . . λ− ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
∑

± (n− ¾§��°��]� �·���Z�<�<���0�
)

� ¿<�Ä�<���ÍÎ[�]�����&�]� �
n
¯3¾£�{°��<�+� �·�O�[�]�Z�����n����¦��½���<� �

∑

± (n− ¾£�{°��<� �·�O�[�]�Z�����
) = (λ− a11) · (λ− a22) · . . . · (λ− ann)

±c2 · (n− 2)− ¾£�{°��<� �·�O�[�]�Z����� �]� � � ���O�
(λ− αii) . . .± cn

�����x�+�
ci 


���]�0�0�{�������¥�����]�r}
ÁÂ���©���O�<��¦��0�+�¥�{¦��0� �

�]� �
(λ · E−A) =

n∏

i=1

(λ− aii) +
n∑

j=2

cj · λn−j = λn − λn−1 ·
n∑

i=1

aii +
∑

j≥2

dj · λn−j

Þ02 �_%'�)( 	��+*,	��!�!	·"{��$&%'��(�Ò 	�ß��!� �!	0� .��-�!�Z������� � �¬���!.[Û ���O�
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|<}�~�}�� �&���]�]���������
(IV.1.b) � Î[�_�Z�&�<���©ÈÉ���0�O��Ê

�&���ÍÎ[�]�<�Ä�]� �^ÈÉ�����O��Ê¹�����¬�<���_�<�������¬�{¦���Î[�_�Z�
(A) :=

n∑

i=1

aii

ª ¦��0�@����¦��½¾£¿<�Ä�<���
(λ ·E−A) �
�<���

(λ ·E−A) = λn − Î��_�Z�
(A) · λn−1 + d2 · λn−2 + . . . + dn

�x�Z�Ä¼½�+���������s�]�<�E�����
dn

�0���0  �+���¬���
λ = 0

�<�]�������]�{¦��0�+� �
• �{�]¾��]� �^¦����<���+�TÎZ�����0� � �<���

(λ · E−A) =
�]� �

(−A) = (−1)
n · �]� � (A)

• �{�]¾��]� �Ä���+°����0�+�eÎZ�+����� � dn

ª ¦��0� � dn = (−1)n · �<��� (A)

|<}�~�}�� �&���]�]���������
(IV.1.c) ��� �<�{���{���0���O���0�0����°��<�+� �Ô��¦	�[�<���

�&�{��°��<���O��������������������°��<� �µ��¦ �[�]���À�����<���©ÈÉ�{���O��Ê¹���0�½�]���]�]�������½��¦��
�]���

(λ · E−A) = λn − Î[�_�Z�
(A) · λn−1 + . . . + (−1)

n · �<��� (A)

|<}�~�}�� ÎZ���� 
(IV.4.2)

�&��� � ���������W� �����E�����<���ÄÈ �����O��Ê¹�0���<���]���E¶E�]¦�¦�������¦�¦��+�¨�]�+�¬°��]���O������� �O����������°��]�+� �µ��¦ �[�]������}
ª �]�������[�<�]� � �^���E°��]���O������� �O����������°��]���Ô��¦	�[�<���¥�r  � �����<���nÈÉ�{���O��Ê

A
�Y�����O� ���e�[���+¦��+�¼W¿Z¯

°��<���O�T����� χ
A

�x�+ ��+��°��]�]� � }

|<}�~�}�� ¼½�+���0�]���+¦��&¾§¿<�Ä�]���E¼½�����+°��]���<�]�«�����¥°��<�{���{���0���O���0�0����°��<�+� �Ô��¦	�[�<�����+�

(i)
ÎZ���

A ∈M2 (K)
�¨���

A =

(
α β
γ δ

) }h¶E�]�¥����¦��¬¾£¿Z� χ
A (λ) �

χ
A (λ) =

∣
∣
∣
∣

λ− α β
γ λ− δ

∣
∣
∣
∣
= (λ− α) · (λ− δ)− β · γ = λ2 − λ · (α + δ)

︸ ︷︷ ︸Î��_�<�
(A)

+ (α · δ − β · γ)
︸ ︷︷ ︸

(−1)
2 · �]��� (A)

(ii)
¶E�]�e���+�

K = R
}nÁÂ���n�Æ¿]�0���+�T�{¦��0���]���  ���0�]�]���+�e�����

λ2 − a · λ + b = 0
�x�+���������¨���r}

ÈÉ�����0�+¦��
	��]�{�<���{�0����°��<��� � �O��¸{�] ��]�<�«���O�<��¦��0�+������� �
(

λ− a

2

)2

=
a2

4
− b

�&���+�0� � ¦��+��°����<�]�@�<�{�©�����<�&�O�+�+¦�¦���������]�<�@¾£�{¦�¦��
a2

4
− b ≥ 0⇔ a2 − 4b ≥ 0 (∗)

¼½���h�]� �Æ¦����0 ��0���O��� � ���O�S�0�]����°����´�¨�{� �{�<°��Ì�����Ì�]���Í�&���0�����������]�{���������r���]���]���<�]�Z} � ¿<�
λ���O�����x�+���0��°��¥�<�{�¨���W��¦��  ���0�]�]���+� �

λ1,2 =
a

2
± 1

2

√

a2 − 4b

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
"{�{(��IÓ�Ú+Û{Ü "{���<Ó�Ý Ý{2 Þ02��_%'��(�	0�+*r	0�-�
	Ô"{��$^%x�)( Ò�	�ß��
���
	��



/+	0���
	����1 � ×[���{	0���!	 Ï ��(�	 Ð �3��r1'�I���
�)	 � "��{(

� ���0 ��Ô����¦�¦��+�Í�¬���h�]�[°��s�<����� �O���<°��]�+�Í�����<�
A

���+���]�½���+�+¦�¦��+� � �����+���������0�W�x�+�����0 ���} � �µ����¦�� � A�]���K���+���<�^�O���+¦�¦��+� � �����+���������0�Ä���+�<�
λ2− (α + δ) ·λ+(α · δ − β · γ) = 0

�������<�Ä�O���+¦�¦���������<�]�
�]����}�¶E�{°��

(∗) ����¦��¬�<��¾§¿<�
⇔ (α + δ)

2 ≥ 4α · δ − 4β · γ
⇔ α2 − 2α · δ + δ2 + 4β · γ ≥ 0

⇔ (α− δ)2 + 4β · γ ≥ 0ª °����0�]�<� � A
�]���^���T�]���+�0�+� � �{¦�¦Y���+���]�Í�O�+�+¦�¦���� � �����+���������0���I�����<¦>���r� �&�����«�_¦���Ê[� � �����+�[¯�������0��}

� ¿<�
A ∈Mn (C)

�<���
A

��������� � �����+���������0���'�<�«¦��{�<�©�<�+� � �]�<�]�{���+���0��¦������0 E�]��� ª ¦������]�O�
� �+�<�+� �µ��¦ �[�]���

zn + a1 · zn−1 + . . . + an = 0�����
ai ∈ C

¡ ���+�]�{�
n
¢ ������<�]�����¥�]��� }

|<}�~�}�~�� Î[�{�0 
(IV.1.3) �

ÎZ���
V

�+�����+�]�<¦���°���� �O  ���]���0���
K
¯ � �6�����½¼W���0���

A = {a1, . . . , an}
�]�<�

f ∈ � �<� K (V )
}

�&�{�<�Õ�0���<�¨�<��� � ���������W� �����©�����
f
���+�]�{���]��� � �����+���������0�Ä�����

MA

A
(f)

} ² �<�0�x�+�0���]�<���O�©�����]�
�]��� � ���������W� �����´�����

MA

A
(f)

�]�]���]�]¸{�]�����s�����T�<���©ÁX�{�<¦,�]� �^¼W�{����� }
¼½� �W����� � ÎZ�+�

ΦA

{
V → Kn

ai 7→ ei
² �����������]�]�����s�<�@�����

f (v) = Φ−1
A

(
MA

A
(f) · ΦA (v)

) ¾£¿Z�T��¦�¦��
v ∈ V

�_�{¦��0�@����¦��¬¾£¿Z�^�{¦�¦��
v ∈ V \ {0} � λ ∈ K �

f (v) = λ · v ⇔ Φ−1
A

(
MA

A (f) · ΦA (v)
)

= λ · Φ−1
A

(ΦA (v)) = Φ−1
A

(λ · ΦA (v)
︸ ︷︷ ︸

+ ṽ

)

⇔ MA

A (f) · ṽ = λ · ṽ
¼½���¨� ���[�]�<���+� �
¡ �£¢Æ�^��� � �����+���������0���O�+�X�����

MA
A

(f)
�<¸��<���+� �{�x��������� �<���«Á �{�]¦½�<����¼½�{�0���@���r�K�]�+�<�

v  ΦA (v)
�x�+�,��¦�����°��<�+� � �����+���������0�+�r}

¡ ���§¢
MA

A
(f) = MB

A (
���

)
︸ ︷︷ ︸

+ T−1

·MB
B

(f) · MA

B (
���

)
︸ ︷︷ ︸

+ T� ���]���O��¦�¦x����¦�� � Ã^����� �
A 7→ T−1 · A ·T �_¦��+���x�+�¹�<��� � �����+���������0�E�����{���O���{��� �

¾§��¦�¦��
T ∈ � 

(n, K)
}�Î[�����{�Ä�<����°��]���O������� �O����������°��]� �Ô��¦	�[�<��� �_¦��+���]�¬��¦�����°��¹�]�+�<�

�]���
(λ · En −A) =

�]��� (
T−1 (λ ·En −A) ·T

)
=

�]��� (
T−1λ ·En ·T−T−1 ·A ·T

)

=
�]��� (

λ · En −T−1 · A ·T
)

|<}�~�}�~�~ �'�]���{�����+�]¾§���0���<�]�
f : V → V

¦����]�+���+�
v ∈ V \ {0} �]����¤�� � �����+���������0���+�,¾£�{¦�¦�� ∃λ ∈ K

�����
f (v) = λ · v � λ

�]�+��¤��
� ���������W� ��� }�Î[�<�O��°�� � v

�����¬�+��� � �����+����� �������^ �� � �����+���������
λ
}

� �������<�O�{�]�Ö ��
λ �
� ��� {v ∈ V : f (v) = λ · v} = {0} ∪ { � �����+���������0���O���  ��

λ}
� ��� (λ, f) < V

�I�<�+�]�
� ��� (λ, f) = 


� �O�
(f − λ · ��� V)Î[�x�+ �����¦�¾£�{¦�¦ � V = Kn � f = fA � x 7→ A · x

¡ ÈÉ���0�O�� ��+�����<�+������������°��]� � �{�0���]�<��¢
� �<�{���{���0���O���0�0����°��<�+� �Ô��¦	�[�<��� � χ

A (λ) :=
�<���

(λ · E−A)
¡ ² � � ����°��]��� � �]���

(A− λ ·E)
¢

Þ02 �_%'�)( 	��+*,	��!�!	·"{��$&%'��(�Ò 	�ß��!� �!	0� .��-�!�Z������� � �¬���!.[Û ���O�
.{	����O�
�)ß�Û "{�{�)1£${���!�!��"���$�Û $�	�� ��� �!�����



���������
	�������������
������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	0���
	����1-Ú

`�a�� ced]fhg�i�jZk
(IV.2) l�� zxk���p�z�� t�g!p�o'j

�·�O���_¦��+���{�0���«����� �µ��¦ �[�]�����+�¹�<�]� �µ��¦ �[�]����¾£�<�<���0�����]�+�
¼½�������_���+¦��^¾£¿<� �µ��¦ �[�]����¾£�<�<���0����� �
• R→ R

�
f (X) = X3 + 4X2 − 2

• Z/3Z → Z/3Z

�
f (X) = X3 −X

• Z/5Z → Z/5Z

�
f (X) = X10 −X2

² � R
�0���<� �µ��¦ �[�]���Ö�<�]� �µ��¦ �[�]����¾£�<�<���0�����¹���]�+���0����°��x}

² � Z/3Z

����¦�� � 0
3 − 0 = 0

�
1
3 − 1 = 0

�
2
3 − 2 = 0 ⇒ f (X) = X 3 −X ≡ 0

���
Z/3Z

}
ª �]�{¦���� �h² � Z/5Z

����¦�� � f (X) = X10 −X2 ≡ 0
�·�O���_¦��+� � � �<�<���0�����]�+�Æ�����]�Æ¶E�]¦�¦�¾£�<�<���0�����]�+�x�����+�<�+�s���x���K�]��°����h���&�{�<� ⇒ Ã^����� �O��°��<�+���]�]�<�
 ������0°��]��� �Ô��¦	�[�<�����+�¹�<�]� �µ��¦ �[�]���¨¾§�]�<���0�����]���r}
ª �]�������[�<�]�@ ��<� �,� �O�����<��¦�������� � � �+�����x�+�¹�0�+�

f
�����

f =

n∑

i=0

ai ·X i

ai
�¬���O�¥�{¦��¬�]� �

i
¯!���



�[�	�� ����+���W�����

f
�x�+  ����°��<�]����}

|<}»º[}�~ �&���]�]���������
(IV.2.a) � � ¦��+��°��]�<�+���W����� �Ô��¦	�[�<�����+�

ÎZ���
R

�+���¹�������s�<�0����������� �Ä���<�@����� � ���]� �
R [X ] :=

{
n∑

i=0

ai ·X i : n ∈ N0, ai ∈ R

}

� �+�����x�+���������+�
f, g

�¨���
f =

n∑

i=0

ai ·X i, g =

m∑

j=0

bj ·Xj


 ¼½� ª � n ≤ m � f = g ⇔ � ¿Z�
i = 0, 1, . . . , n � ai = bi

�_¾£¿<�
i = n + 1, . . . , m � bi = 0

}
� �����©�+����¼½�+���0�]����¦ �

0 ·X0 + 1 ·X1 = 0 ·X0 + 1 ·X1 + 0 ·X2

|<}»º[}»º �&���]�]���������
(IV.2.b) � ª �]�<���0����������� �Ô��¦	�[�<�����+�

ÎZ�����+�
f, g

���+��� �r���Õ�����E���x�+�x} 
 ¼W� ª � n = m
¡ ª �<�����]�0�0�+��¾§¿]¦�¦��+�Õ�����©�����½¶E�<¦�¦��+���{�<¾O¢

f + g =

n∑

i=0

ai ·X i +

n∑

j=0

bj ·Xj =

n∑

k=0

(ak + bk) ·Xk

|<}»º[}�� �&���]�]���������
(IV.2.c) � ÈÉ�]¦������_¦����{�{�0����������� �µ��¦ �[�]�����+�

ÎZ�����+�
f, g

���+��� �r���Õ�����E���x�+�x}

f · g =

(
n∑

i=0

ai ·X i

)

·





m∑

j=0

bj ·Xj



 =

n+m∑

k=0




∑

i+j=k

ai · bj



 ·Xk =

n+m∑

k=0

(
k∑

i=0

ai · bk−i

)

·Xk

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
"{�{(��IÓ�Ú+Û{Ü "{���<Ó�Ý Ý{2 Þ:Ó����_����+�{���¬�
�)��(�	



/+	0���
	����1 � ×[���{	0���!	 Ï ��(�	 Ð �3��r1'�I���
�)	 � "��{(

|<}»º[})| ÎZ���� 
(IV.2.1) � R [X ]

���0�¬�+���¹�������s�<�0����������� �Ä���<�@����� � ���]��}
�x�Z� � �����<�]���O�<�]� ��� ���Í�������s�Z�����0������� �^���]�Ä����� � ���<� ¡

(R, +, ·) ¢>�s�<¤&¾£��¦������]�]� � �������]��°��]�{¾�¯�0�+�¥���O¾£¿<¦�¦��+� �
¡ �£¢

(R, +)
���0�½�{�x�+¦���°��]� � �O�Z�]�x�

¡ ���§¢
(R, ·) �����½�������s�Z�����0����� � �{¦��_�����<�T�E����� � ���]�

¡ �����§¢Í�^�����0�����]�<�0���[���+�����0 
¼½� �W����� � (R [X ] , +)

���0�½���r��¦��0°��]� � �O�Z�]�x�
ª ������  ���������[����¸�� �   �¥ ��+�����+� � (f + g) + h = f + (g + h)

¯K¾§��¦����¬�<�����������{�]�¬�<��� ª �0����  ���������[���0¸��
���

K
}



�����s�Z�����0���[����¸�� �  ��¥ ��+�����+�

f + g = g + f
¯K¾£��¦����¬�<���O� �����{�]���]� �



���¨�Æ�<�0�������[���0¸��W���

K
}

¶E�]¦�¦��+¦����¨����� �
0R[X] =

∑

0 ·X i

ª �<�]����������� ² �������O�0�+� �
−
(

n∑

i=0

ai ·X i

)

=

n∑

i=0

(−ai) ·X i

¼½� �W����� � (R [X ] , ·) ���0�½�������Æ�<�0�{�0����� � �{¦��_���O�<�<�r�E����� � ���<� }ÁÂ���^�������]�+�¥�x�+�Y�<���+�0�+� �,�+��¦Y�<�+�©¼½�����+�����+�½�]��� ª ���0�� ������0���[���0¸{�©�<�{°��e�<���^�&���0���O���]�<�0���[���0¸{�
 ��+�����+�r}


�����s�Z�����0���[����¸�� �  ��¥ ��+�����+� �

(
n∑

i=0

ai ·X i

)

·





n∑

j=0

bj ·Xj



 =





n∑

j=0

bj ·Xj



 ·
(

n∑

i=0

ai ·X i

)



¦��{���_�]�

(R, ·) �������s�Z�����0���I}
�&���0���O���_�Z�����[���+�0���0  � � �_�<�]�����{�]¾£�����r� �Æ�{�<¾ � �_�]�<���0  �����0�+¦>º�}
� ���]� ª �]�������[�]�]�s  �Z�^¶E�������0����� � 0 ·X0 + 0 ·X1 + 1 ·X2 =: X2 } ª ¦�¦����+���+��� �

a ·Xk := 0 ·X0 + 0 ·X1 + . . . + 0 ·Xk−1 + a ·Xk =
k∑

i=0

ai ·X i

�����x�+�
ai = a

¾£¿<�
i = k

�]�<�
ai = 0

¾£¿Z�
i � k

}
¶E�{°��<�<�O¿]¾§�+� �

k∑

i=0

ai ·X i =
�������[¦���°��]�XÎ[�]����� �]��� �µ��¦ �[�]�����

Þ3Ó{� �]� � +�{� �¬�!���{(�	 .��-�!�Z������� � �¬���!.[Û ���O�
.{	����O�
�)ß�Û "{�{�)1£${���!�!��"���$�Û $�	�� ��� �!�����
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������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	0���
	����1 �

ª ������  ���������[����¸�� � Á ���K�����O�<�+�«�]��� ª �0����  ���������[���0¸�������� � ��¦�¾£���<�����&���0���O���_�<�0���[���0¸��· ��+�����+�r} � �����¦�� �




(
n∑

i=0

ai ·X i

)

·





n∑

j=0

bj ·Xj







 ·
(

n∑

l=0

cl ·X l

)

=
[(

a0 ·X0 + . . . + an ·Xn
)
·
(
b0 ·X0 + . . . + bm ·Xm

)]
·
(
c0 ·X0 + . . . + cl ·X l

)

���������
	

=
Î[�]����� �]� � [(

ai ·X i
)
·
(
bj ·Xj

)]
·
(
ck ·Xk

)

�x�+ ����+���<�]���0���+�����
(

n∑

i=0

ai ·X i

)

·









n∑

j=0

bj ·Xj



 ·
(

n∑

l=0

cl ·X l

)



=
(
a0 ·X0 + . . . + an ·Xn

)
·
[(

b0 ·X0 + . . . + bm ·Xm
)
·
(
c0 ·X0 + . . . + cl ·X l

)]

���������
	

=
Î[�]����� �]� � (

ai ·X i
)
·
[(

bj ·Xj
)
·
(
ck ·Xk

)]

¶E�]���]¦������<� ¡ �W�����+�¥�<���Ä�&���0���O���]�<�0���[���0¸{��¢��<��� ª ���0�� ������0���[����¸���¾§��¦����+�<�]��� �·�O�[�<�<���0�Í ��¥ ��+��¯
����� �

[(
a ·X i

)
·
(
b ·Xj

)]
·
(
c ·X l

)
=
(
a ·X i

)
·
[(

b ·Xj
)
·
(
c ·X l

)]

�&�{ �� �
(
a ·X i

)
·
(
b ·Xj

)
=

i+j
∑

k=0

dk ·Xk

�����x�+�r�]���
dk

�����¥¾§��¦����+�<�]��� � �+�����{¦��¬�0���<� �
dk =

(
0 ·X0 + 0 ·X1 + . . . + 0 ·X i−1 + a ·X i

)
·
(
0 ·X0 + 0 ·X1 + . . . + 0 ·X j−1 + b ·Xj

)

� ¿<�
k < i + j � dk = 0

�]¾£¿<�
k = i + j � dk = a · b }·�^�{�¨���¬� �O�����]�½����°�� �

(
a ·X i

)
·
(
b ·Xj

)
= a · b ·X i+j

ÈÉ���½�]���+����� �'������°��<�+�]� �O�����]�]���½� ���]�<�+�������©���]�T�]��� ª ������  ���������[����¸��¬ ��+�����+� �� ¿<�Ä�<���E¦����Z���ÆÎ[�+���0�E����¦�� � [(a ·X i
)
·
(
b ·Xj

)]
·
(
c ·X l

)
= (a · b) · c ·X (i+j)+l

� ¿<�Ä�<���´�O��°������sÎZ�����0�E����¦�� � (a ·X i
)
·
[(

b ·Xj
)
·
(
c ·X l

)]
= a · (b · c) ·X i+(j+l)

�&���E¦����Z���´�<�]���<���´���+°����0�sÎ[�+�����´�0���<�¹��¦��+��°��x�]�<�s���
(R, ·) �<���



�[�	�� ����������+�Õ�]�<�����

(N0, +)�]��� � Ê��x���]�+���0�+���{���0�� ������0���Õ�����]�x}
� ���]�0�+¦��+���+��� � 1R[X] = 1 ·X0

¶E�[°��¥�+���]� ª �]�������[�<�]�Æ  �Z�&¶E�������0����� �
• a ·Xk �����O�¥�{¦��¬ÈÉ���]��� �r��  �+��°��<�]��� ¡ ���¥�����<°��]����¼½¿<°��]���^�{�]°��T�{¦�� �,�����¹¢
• a

���0�½�]���


�Z� ��  ���+���¬�<�+�¬ÈÉ���<�����

• Xk �����¬�+��� �r���O� � ÈÉ���<��� �����


�[�	��  ���+��� � ���]� }

• � �+�<�+� �µ��¦ �[�]���±���0�½�]���ÍÎZ�<�¨���Ä�����¥È ���]���¨��� �
n∑

i=0

ai ·X i =
Î[�]�����e����� ÈÉ���<�����+�

ai ·X i

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
"{�{(��IÓ�Ú+Û{Ü "{���<Ó�Ý Ý{2 Þ:Ó����_����+�{���¬�
�)��(�	



/+	0���
	����1320Ý ×[���{	0���!	 Ï ��(�	 Ð �3��r1'�I���
�)	 � "��{(

|<}»º[}�� � �����r� �0�0�]�<�s�����
R

�{¦��½�����]�����{���0� �µ��¦ �[�]�����´���
R [X ]

R→ R [X ]
�
a 7→ a ·X0 } x�+��°����� ��T  �+������� � ��� � ���������I� �Ä���]���<�������������_�<���0�Æ�<� }

ª � � ���0 �� � R ↪→ R [X ]
�
a = a ·X0 � f = a0 + a1 ·X1 + . . . + ak ·Xk }

� ↪→� ���[�Æ�x��¦��������������]��� � �����x���0�0�]�<�s�����
R

���
R [X ]

}
� ¿<�Ä�<��� � ���<��¯��<�]�¥¶E�<¦�¦��+¦��+���+�����Ä����¦��0�+� �

1R = 1R[X], 0R = 0R[X]



�������+��������� � ÁÂ���©� ���<�]�+�¥ÈÉ���<�����´�����



�Z� ��  ���+���0�+��¶E�]¦�¦r���+��¦��{�0���+�x} �x�]�<�+�Ö� ���]�]���

�����©�r���rÈÉ���<�����+�Õ�¨���


�[�	�� ����������+� � ���]�¬�<�+�



�Z� ��  ���+���0�+�Õ���+��¦��{���0�+� �

0 + 1 ·X1 + 0 ·X2 + 0 ·X3 + 1 ·X4 = X + X4

|<}»º[}�� �&���]�]���������
(IV.4.d) � � �O�{�Ë�����<�+� �µ��¦ �[�]���¨�
���O�{�

(f) = n :⇔ f = a0 + a1 ·X + . . . + an ·Xn

�¬���
an 6= 0

}


����������������� � ���O�{�

(Nullpolynom) = −∞ �[�]� �^�<��°������]���]�]��������}

|<}»º[}�� ÎZ���� 
(IV.2.2) � � �O�{�<¾£���O���+¦

ÎZ���
R ² ���0�+���O���0¸{�0�0�x�����+��°�� ¡

�
���<¦�¦�������¦����O¾§���+��� �Ä�������Æ�<�0�{�0������� �Ä���<���¨��� � ���<�O¢�}��&�{�<�e����¦��

���
R [X ] �
¡ �£¢Æ���O�{�

(f + g) ≤ ����Ê { ���O�{� (f) ,
���O�{�

(g)} �]������������O�{�
(f + g) =

����Ê { ���O�{� (f) ,
���O�{�

(g)} �]¾£�{¦�¦��¬���O�{�
(f) 6= ���O�{�

(g)
}

¡ ���§¢Í���O�{�
(f · g) =

���O�{�
(f) +

���O�{�
(g)

¼½� �W����� �
(i) � ÎZ�+���+�

f
�]�]�

g
���+�����x�+�¹�����

f =

n∑

i=0

ai ·X i, an 6= 0, g =

m∑

j=0

bj ·Xj , bm 6= 0

² �¥�]���+����� � �{¦�¦,�����
n 6= m

�]���3���
n < m

} � ¿Z�
f + g

¾£��¦���� �
f + g = (a0 + b0) + (a1 + b1) ·X + . . . + (an + bn) ·Xn + bn+1 ·Xn+1 + . . . + bm ·Xm

⇒ ¼½���]�{�<�<���<�]�<}
� ��¦�¦��

n = m � f + g = (a0 + b0) + (a1 + b1) ·X + . . . + (an + bn) ·Xn ⇒ ¼W�+�]�{�<�<���<�]�Z}
(ii) � Î[�+���+�

f
�<�]�

g
���+�����x�+�������

f =

n∑

i=0

ai ·X i, an 6= 0, g =

m∑

j=0

bj ·Xj , bm 6= 0

¶E�]�¥����¦�� �
(

n∑

i=0

ai ·X i

)

·





m∑

j=0

bj ·Xj



 =

n+m∑

k=0

·
(

k∑

i=0

ai · bk−i

)

·Xk

=
∑

(
ÈÉ���<���������� � �����

< n + m) + an · bm ·Xn+m

Á �+�]�
R ² ���0�+�������0¸������r� �O�+��°��¥�����¬�Æ�<¤

an · bm 6= 0
�0�+��� ⇒ ¼½�+�<�{�<�]�0�]�<�<}

¼½�������_���+¦ � ÎZ���
R = Z/4Z = F4

¡
R

���0�½���¹�]���+���+� � �{¦�¦r���+��� ² ���������O����¸��0�0�x���O����°��_¢ �
(a + b ·X)

2
= a2 + 2 · a · b ·X + b2 ·X2

� ¿<�
b = 2 � (a + b ·X)

2
= a2 �[�<���

(1 + 2 ·X)
2

= (3 + 2 ·X)
2

= 1
���

F4
}

Þ3Ó{� �]� � +�{� �¬�!���{(�	 .��-�!�Z������� � �¬���!.[Û ���O�
.{	����O�
�)ß�Û "{�{�)1£${���!�!��"���$�Û $�	�� ��� �!�����



���������
	�������������
������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	��)�!	���µ1
2 2

|<}»º[}�� �&���]�]���������
(IV.4.e) � ¶E���O�������O�]�<�

f
�<���O���������

:⇔ f = a0 + a1 ·X + . . . + 1 ·Xn �W���x�+�r���O�{�
(f) = n

}
� ¿<�Ä�+���¹�x�+¦���� �_�����+�

R
¡ ���+��� ² �����+���O����¸��0�0�x���O�+��°��¥�<���3���+�<�]����¢W�����½�<���O���������0�+�

f
����¦�� �

���O�{�
(f · g) =

���O�{�
(f) +

���O�{�
(g)

|<}»º[}�� ÎZ���� 
(IV.2.3) � �^���[���������Õ�¨��� �^�+���

ÎZ���
K

�+���


�����x�����]�<� �������+�

f, g ∈ K [X ]
�

g 6= 0
}É�^���<�#�����]�Æ�+�@�+���]�<�+�<�0���Ë�x�+���������Æ�0�

�µ��¦ �[�]�����
q, r

�����
¡ �£¢

f = g · q + r

¡ ���§¢
r = 0

�[�<���Ä���O�{�
(r) <

���O�{�
(g)

¼½�������_���+¦ � X4 + 1 =
(
X2 + X + 2

)
·
(
X2 −X − 1

)
+ 3 ·X + 3¼½� �W����� � ÁÂ���������O�]���¥  �<���O�0�¬�]��� � ���]�]���<�0�������+���¬�<�]�¥�<���<�¥�]��� � Ê[���0�0�+�] Ä�x�����+���0�+� �

� ���]�<�+�<�0�������+��� �
f = g · q + r = g · q′ + r′ ⇒ g · (q − q′) = r′ − rª �]�����]�������+� � r 6= r′ ⇒ ª ¦�¦�� �µ��¦ �[�]����� 6= 0Á �+�]�<�+�¹�����Ä���]�¥�<���E�Æ�]¦������_¦����{���0����� � �O�{�<¾£���O���+¦ ¡

IV.2.2
¢K�{�¥���«¾£��¦���� �

���O�{�
(g) +

���O�{�
(q − q′) =

���O�{�
(r′ − r)

ÁÂ���©���O�<��¦��0�+�¥�+���]�+�¹Á ���<���O�0�<�O�]°��r�_�<�@�������
(r′ − r) <

���O�{�
(g)

�]�]�¥���O�{�
(q′ − q) ≥ 0

}
ª ¦��0� � r = r′ ⇒ 0 = g · (q − q′)

}´�^�
g 6= 0

�<�{°�� �����O�{�]���0���0  �<�]�¹¾§��¦����Ä�{�]�{¦����¹ �����r���e�����
� ��¦�¾£�&�]��� � �O�{�]¾§���O���+¦

q = q′
}

⇒ � ���]�<�+�<�0�������+����}
� Ê[���0�0�+�<  �
�µ��� ² �<�]�Z���������¥�<��°��Ë���O�{�

(f)
�
f 6= 0

}
² ª � ���O�{� (f) = 0 � �0�����[���{¦-�]���O�{� (f) = n > 0

² Î � Î[�+� an 6= 0
�]���O�{�

(fn) ≤ n− 1¶E�]�¥�<����� �O��°��<�+���]�+�������© ��W��� � ¸{¦�¦�� �~�} � �{¦�¦ � ���O�{� (g) > n ⇒ q = 0, r = f
}

º[} � �{¦�¦ � ���O�{� (g) = m ≤ n ⇒ g = bm ·Xm + . . .
�
bm 6= 0

}
� �½�����

f − an · b−1
m ·Xn−m · g ����� �µ��¦ �[�]��� ����� � �O�{� ≤ n− 1 =: f

}
¶E�{°�� ² �]�]�Z���������<�0�����O�{�<����� �� ��]�<� � f = g · q + r

} � ���<�����0  ����¦����+¾£� ��� �
f =

(
an · b−1

m ·Xn−m + q
)
· g + r

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
"{�{(��IÓ�Ú+Û{Ü "{���<Ó�Ý Ý{2 Þ:Ó����_����+�{���¬�
�)��(�	



/+	0���
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|<}»º[}�~�� �^���[��������������� �Ä�+���¬���
K [X ]

ª �]�������[�<�]� � K
�����´�]���0¿<�O¦���°��Ì�+���



�����x���+} ¡

f = q · g + r
�

r = 0
�Z�<���n�������

(r) �
���O�{�

(g)¾£¿Z�
g 6= 0

¢
ª �]�{¦����@ ��

Z � a = q · b + r
�]�W���x�+�

0 ≤ r < |b| } q
�]�<�

r
�����]�¹�x�+���]�E�����<�]�+�Z�����<}

¡
Z

�]�<�
K [X ]

�����]��¼W�+���0�_���+¦��&¾£¿Z� � �<�[¦����<���0°��]� �^���]���{¢
�x�Z� � �O���]�<���O�]�<� �ÎZ���

R ² �����+���O����¸��0�0�x���O�+��°�� ¡
a · b = 0⇒ a = ∨b = 0

¢
�,����¦��_�������+�������r��  ���+���]�<� � a| b :⇔ ∃c : a · c = b

}
� �������]��°��]�{¾§�0�+� �
¡ �£¢

a| b ∧ a| c⇒ a| (x · b + y · c) ¾£¿<�
x, y ∈ K

¡ ���§¢sÎ[�+�
a · b 6= 0

}
a| b ∧ b|a⇔ a = ε · b } ε

���������{¦�� � ���<�]�+���W�x�+ ��+��°��]�<��� � ε · η = 1

¼½� �W�����¬ ��
(ii)

� ⇐� � 
 ¦����+}
� ⇒� � a| b ∧ b|a ⇔ b = c · a ∧ a = d · b ⇒ b = cd · b ⇔ b · (1− cd) = 0

}Â�&�
b 6= 0

¦����Z�
�����O�{�]���0���0  �<�]� � 1 = cd

�
c � ���<�]�+����}

|<}»º[}�~�~ ª ¦�¦������¨�����<� ª �]�������[�<�]���+�� ��<���,�+��¦��]�����������0��¦��+�<���
�x�Z� � �O���]�<���O�]�<� ���¢

d =
��� �

(a, b)
�����x�+�

a 6= 0
�
b 6= 0

¡ �£¢
d| a ∧ d| b

¡ ���§¢
e|a ∧ e| b⇒ e| d

¡ �0°��]¦��]°����©�{�<�]���O��� �,�+��¦�� ��¢

• ª ¦�¦����+���+��� � �^���_�<���0�������<�+�¬������¤��0�+�������¨�����<���{���+� �,�+��¦�� �
• � Ê[���0�0�+�<  �h² � ª ¦�¦����+���+���]���¨�<��°����¬�����O�]�{�<�]�+�
• ² � � �{¦�¦,�]� � � Ê[���������] ´���Z�Ä�]���½���<¾ � ���<�]�+���0�+�¹�{¦�� � �����0���O���Ë¾§�+�0�0���+¦��+���

�'¢
m =

�[� �
(a, b)

¡ �£¢
a|m ∧ b|m

¡ ���§¢
a|n ∧ b|n⇒ m|n

• ² � � �{¦�¦,�]� � � Ê[���������]  � ¼½���¬�{�]¾ � ���]�<�+���¬�{¦�� � �����0���^¾£�+�0�0����¦��+��� }
ª �] ����<¦,�����T��� �

s
�]�<���[� �

s �
• ² � N � ���Z� � � �W����¦��½�+���¥��� � �<�]�¥�+���¹�[� �s}
• ² � Z �  ����+�Y��� �

s
�]�<�¥ ����+�,�[� �

s

Þ3Ó{� �]� � +�{� �¬�!���{(�	 .��-�!�Z������� � �¬���!.[Û ���O�
.{	����O�
�)ß�Û "{�{�)1£${���!�!��"���$�Û $�	�� ��� �!�����



���������
	�������������
������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	��)�!	���µ1
2 �

|<}»º[}�~{º �r�+��¦��_�������+�������
K [X ]

ÎZ�����+�
f, g ∈ K [X ]

}
�,����¦��_�������+��� � f | g ⇔ ∃h ∈ K [X ] � g = f · h }
� ���]�<�+���½���

K [X ] � f � ���]�<�+��� ⇔ ���O�{�
(f) = 0

¡ �&�{�©�]�+��¤�� � f ≡ a ∈ K [X ] \ {0} ¢¼½� �W����� �
� ⇐� f = a ∈ K [X ] \ {0} � g = a−1 ⇒ f · g = 1

� ⇒� f · g = 1
}h¶E�{°��T�]��� � �O�{�]¾§���O���+¦x¾£��¦���� � ���O�{�

(f) +
���O�{�

(g) =
���O�{�

(1) = 0

⇒ ���O�{�
(f) =

���O�{�
(g) = 0

�]�]�Æ���O�{�
(·) ∈ N0

}

|<}»º[}�~ � � Ê[�������+�< �<�+�¹��� �
(f, g)

¾£¿<�
K [X ]

� � Ê[���������] Ë�+���<��� �'���O¦��+���<�]� ��� �����O���]�] ������_¦��
�µ��¦ �[�]���¨�

�x�<���O���¬����¦�¦��+�Õ�����©�<�[°��¥�+���]���{¦
Z

�x�����O�{°����0�+� �Á ���O�]�À��Ê[�������������¬�+���T��� �
(a, b)

���
Z � �^���ÍÈÉ�+�]���n�]���^���+���+���]�0�{�¨��� �r�+��¦����©�����

a
�]�]�

b���0�¬���]�]¦���°����]�<���+�¬� Ê[�������������W�+������� ��¤���� � ¡ �x�+ �¿]��¦���°����<��� 
 ���]���]�<��¢W���+���+���]���{����� �,����¦����+}
� �������]��°��]�{¾§� (ii)

�<�+����� �
(a, b)

¾§��¦����¬�{�<���]��� �·�O����¾£���������O  � �O¦������]�<� �
a =

∏

pαp , b =
∏

pβp ⇒ ��� �
(a, b) = ±

∏

p ����� {αp,βp}

�&��� � ���]�<�+�<�0�������+���½�]��� �·�O����¾£���������O ����O¦��+���<�]� �
∏

pδp

∣
∣
∣

∏

pγp ⇔ ∀p : δp ≤ γp

ª �]�{¦����@¿<�x���Ä�<��� �·�O����¾£���������O ����O¦��+���<�]�s� ���<�]�+�������Ä�]�{�½�[� �
(a, b)

�]� �_�]�����O��� �
a =

∏

pαp , b =
∏

pβp ⇒ �[� �
(a, b) = ±

∏

p ���
	 {αp,βp}

|<}»º[}�~+| �r�+��¦��_�������+�����0¦����<�O�E���
K [X ]

�&��� � ���]�<�+�����+�¹���
K [X ]

�����]���<���´�����<�0�0�����0�+� �µ��¦ �[�]����� 6= 0
}

¼½�������_���+¦�� �
¡ ��¢

R [X ] : f = X3 − 8, g = X2 + X + 1
(
x3 − 8

)
:
(
x2 + x + 1

)
= X2 + 2x + 4

−
(
x3 − 2x2

)

2x2 − 8

−
(
2x2 − 4x

)

4x− 8

− (4x− 8)

0

⇒ x3 − 8 = (x− 2)
(
x2 + 2x + 4

)
g
���0�½���

R [X ]
�����O���]�] ������x�+¦-}

¡ �'¢
Q [X ] : x101 − 4

���{�<�O�0°��]�+���]¦���°��¥���+���]�E�����O���]�] ����_¦��+� � �{���0�����+�
¡ °+¢

R [X ] : x4 − 1
�<�{� � ���������O�+� � (x− 1) , (x + 1) ,

(
x2 + 1

)

� �µ���0�µ¦�����°����µ ��s�������+�<�+�r���]��¤E�+���]� � �����0���O���������O�<�]�Ä�������<���]��� �Ä�+°��]���]�{�]¾§���{�]�x���{¦��0�^�{�<°��
�������[���+¦���� �·�O���]¦����¨���r�[��� ���_�<�]�]���¥����� }

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
"{�{(��IÓ�Ú+Û{Ü "{���<Ó�Ý Ý{2 Þ:Ó����_����+�{���¬�
�)��(�	



/+	0���
	����132 � ×[���{	0���!	 Ï ��(�	 Ð �3��r1'�I���
�)	 � "��{(

|<}»º[}�~ � �^���_�<���0�����
(IV.2.f) � �����O�+�]�<  ���x�+¦

� ���
�Ô��¦	�[�<��� f
�]�+��¤��Í�����O�+�]�<  ���x�+¦ ⇔ ���O�{�

(f) ≥ 1
�

f
�]���Í�������<� �x����¦��+���]�<���+�É��� � �����[¯

�[¦��+���<���O� � ���������O�+�������
Grad ≥ 1

|<}»º[}�~ � Î[�{�0 
(IV.2.4) � �Ô��¦	�[�<����� � ��� �©�<�[� �Æ�_�����O�+�<�] ������]¦�� � ���������O�+�

� �+�����x�+�������r�<��� �Ô��¦	�[�<���«�O���]�
K [X]

¿<�x���©�]���


�����x���

K
}

¡ �£¢ � �¬��Ê[���0�0��� �O�+�¹��� � �]�]���[� �
¡ ���§¢Í��� �

(f, g) · �[� � (f, g) = � ��� � �0Û · f · g
¡ �����§¢Í�^��� � ���������O���0��� �O�]�<�Ë���É�����O�+�]�<  �����]¦�� �Ô��¦	�[�<�����«���0�n�+���]�<�+�<�0���Z�>�_���E�{�]¾ �Ä�+���]�+�<¾£��¦����

�<�]�¹�����<�0�0�{�����


���������O�+� 6= 0

}
¼½� �W�����0�0�[��   �� �r� �<�[¦����]��°��]��� ª ¦��������0�]�Æ�]�½¾§¿<� �Ô��¦	�[�<�����]���[���������

f = f1, g = f2 �
f1 = q1 · f2 + f3 f3 = 0 ∨ ���O�{�

(f3) <
�������

(f2)� �{¦�¦��
f3 6= 0 f2 = q2 · f3 + f4 f3 = 0 ∨ ���O�{�

(f4) <
�������

(f3)

····� �{¦�¦��
fi−1 6= 0 fi−2 = qi−2 · fi−1 + fi fi = 0 ∨ ���O�{�

(fi) <
���O�{�

(fi−1)� �{¦�¦��
fi 6= 0 fi−1 = qi−1 · fi + fi+1 fi+1 = 0 ∨ ���O�{�

(fi+1) <
���O�{�

(fi)

�&� � ª ¦����������0�]�Æ�]�Ô�0���O�����]�����������<�&�������
(fi)

���������h�[¦��+���]�����¬���O�«�<�]�«�����+���0�]�+¦�¦_¶E�<¦�¦Z�������r}
�&���+�½�x�+�<�+�<�0�����]�<�{�½�����^�<�{°��¥���{Ê[�����{¦x���O�{�

(fi+1)
Î[°��<���������E�x���O��°��]�<�+���s¿<���0�+�r} ² �O���+�<�Z¯���{�]� ���0�

fi−1 = qi−1 · fi + 0
�

i
����Ê[���¨�{¦v} ª �<�s�]���+�0��� � ¦��+��°����]�]�Ë� ���]�<�+�X�����«�<�+� ��� �

���_¦��+����� � ��� �
(f, g) = fi

}
¼½�����<��� � �&��� � Ê[���0�0�+�] ´�<�+�¬��� �K�¬¾£��¦����¬�]���O�����¬���<���]�+� � �<�[¦����<��°��<�+� ª ¦������O�����<�s�]��}
¶E�]�¥���+�]���¹�����©  �Z� � ���������O  � �O¦������]�<�«¿<�x���+}
¼½���]�{�<�<���<�]� �·� �¬��Ê[���0�0�������¬�����<� � �����0���O ����O¦��+���<�]�«���������O�+�<�] ������]¦�� �µ��¦ �[�]������}
¼½� �W����� � �µ��� ² �<�]�Z���������¥�<��°��Ë���O�{�

(f) ≥ 1

�
���O�{�

(f) = 1��� Ã&�<� ����¦���°��r�<�]�
f = g · h �]���O�{� (g) ,

���O�{�
(h) ≥ 1 ⇒ ���O�{�

(f) ≥ 2
}

�
���O�{�

(f) = n���
• f

���0�½�������+�]�<  �����x�+¦ ⇒ ¾£���������
• ÎZ���]��� � f = g · h � 1 ≤ ���O�{�

(g) ,
���O�{�

(h) ≤ ���O�{�
(f)¶E�{°�� ² �<�]�<���0����� � g =

∏

pi pi
�������+�]�<  �����x�+¦v�

h =
∏

qj qj
�����O���]�] ������x�+¦-}

⇒ f = g · h =
∏

pi ·
∏

qj

� ���]�<�+�<�0�������+���W�]�Z�O°�� � �x�������{�]�« ��]�±�]���O�����������+� �Ô��¦	�[�<���¥}

Þ3Ó{� �]� � +�{� �¬�!���{(�	 .��-�!�Z������� � �¬���!.[Û ���O�
.{	����O�
�)ß�Û "{�{�)1£${���!�!��"���$�Û $�	�� ��� �!�����



���������
	�������������
������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	��)�!	���µ1
2 �

� ���W�����0�����0��� � �Z�[¦����]����°��<��� ª ¦������O�����<�s�<� ���� �
(f, g) = A · f + B · g�����x�+�

A, B ∈ K [X ]
¯K�]� �^���<�[¦����<���0°��]� ª ¦������O���0�]�s�<�W¦����+¾£�����

A
�]�]�

B
}



���]�0� 	��]���]  �

² ¢ � Ê[���0�0�+�<  �
• ² � Z � p

���0� �·�O���� ��{�]¦ � p| r · s⇒ p| r ∨ p| s
• ² � K [X ] � f

�����¬�����O�+�<�] ����x�+¦ � f | g · h⇒ f | g ∨ f |h
¼½� �W����� � ÎZ���

f
�����O�+�<�] ����x�+¦v�

f | g · hª �]�����]�������+�
f
�0�+��¦��

g
�<��°���� ⇒ ��� �

(f, g) = 1 = A · f + B · gÈÉ�]¦������_¦����{�{�0�����¹�����
h
¦����+¾£� ��� �

h = A · f · h + B · g · h = (A · h) · f + B · C · f
︸ ︷︷ ︸

(∗)
= f · (A · h + B · C) ⇒ ¼W�+�]�{�Z�]�0�]�]�

ª �]�������[�<�]�@ ��
(∗) � r�{�Z� �����O�{�<����� �� ��]�<� � f | (g · h)

²�² ¢ � ���<�]�+�Z���������+���
� �����0�K� ����¦���°��«�]��� � ���<�]�+�Z���������+���K�]��� � �����0���O ����O¦��+���]�]�Æ�{�]���]�+� � �<�[¦����<���0°��]��� ª ¦����������0�Z¯
�s�<�½ ��T  �+������� �ÎZ�����+�

f, g ∈ K [X ]
�
g 6= 0

}
� �Z�[¦����]����°��]��� ª ¦������O���0�]�s�<� �
• ² �<�]�<� � f1 = f

�
f2 = g

• ÎZ°��]¦��+��¾§� � fi = fi+1 · qi + fi+2
¯hÁÂ��°�������� � fi+2 = 0

�[�<���Ä���O�{�
(fi+2) <

���O�{�
(fi+1)

• �,� �O�����<�������]�]�Í�]� �´Î[°��]¦��+��¾£�n¾£¿<�
fi+2 = 0

• 
 �<���_�<� � fi+1 =
��� �

(f, g)
¡ � ���]�]���<�0�������+���½�]���½���<¾>�����]�0�0�{����� � �{���0�����+�I¢

f1 · f2 · . . . · fr = g1 · g2 · . . . · gs
�����r���

fi, gi
�����O�+�<�] ����]¦�� �µ��¦ �[�]�����´���+���+�x}

f1| g1 · (g2 · . . . · gs)⇒ f1| g1 ∨ f1| (g2 · . . . · gs)
OE⇒ g1 = const · f1 ∨ f1| (g2 · . . . · gs)

⇒ �x��� ² �]�<�<���0����� . . .⇒ ∃g1
�����

g1 =
°����<�0�

1 · f1
 � ¡ Ã&�����]�������O�����O�<�]��¢
g1 =

°����]���
1 · f1 ⇒

¡


¿<�O ��+�É¯



���<�0�0�����0�¥���

g2
�+���]�������{�]���+�I¢

f2 · f3 · . . . · fr = g2 · g3 · . . . · gs
�µ��� ² �<�]�Z��������� � r = s

�_�<�{°��TÃ&�����]�������O�����O�<�]� � gi =
°����<�0�

i · fi

� ���]�<�+�<�0����� ¡ �_���½�{�<¾ �^�+���]���]¾£��¦����{¢h�]���O�����������^�������+�]�<  ���_¦�� �x� �O¦������]�<� � f = c · f1 · f2 · . . . · fr�����
c 6= 0

�����r���
fi

�������+�]�<  ���_¦�� �Ô��¦	�[�<�����´�0���<�r}
� �<�]��¿]¦�������� � �����s�]¦������O�]�<� �

f = c ·
∏

pαp

�����x�+�
p
�<���EÈÉ�+�<���E�]� �Ä�������]�{�]�<�+�]�+�T�����O�+�<�] ����]¦���� �Ô��¦	�[�<�����´�<�<�O°��<¦�¸{�<¾§� }

ª �]�������[�<�]������  �Z� �·�O����¾£�����0���O ����O¦��+���]�]� �
• ² �¥�]��� �·�O��Ê[���¬�����¥���������<�����©¼W�+�]�+�Z���<�]�Z�_�]�Æ���+�Z�©�O�+°��<�+�]�{�]¾��W���]�]���
• �K�]�+���O���0���0°��¹�����T¶E�<�0 ��+� ���� � (

c ·
∏

pαp , c′ ·
∏

pβp

)

=
∏

p ����� {αp,βp}

�[� � (
c ·
∏

pαp , c′ ·
∏

pβp

)

=
∏

p ���
	 {αp,βp}

⇒ ��� �
(f, g) · �[� � (f, g) = f · g · ° ���]�0�

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
"{�{(��IÓ�Ú+Û{Ü "{���<Ó�Ý Ý{2 Þ:Ó����_����+�{���¬�
�)��(�	
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|<}»º[}�~ � ¼W�+�����_���+¦��´  �<� � �<�[¦����]��°��]�+� ª ¦������O���0�]�s�<�
¡ ��¢

f = x4 − 1 � g = x3 − 1

f = x4 − 1 = q1 ·
(
x3 − 1

)
+ f3

f1 = x4 − 1 = x ·
(
x3 − 1

)
+ (x− 1)

f2 = x3 − 1 = q2 · (x− 1) + f4

x3 − 1 =
(
x2 + x + 1

)
· (x− 1) + 0

⇒ ��� �
(f, g) =

��� � (
x4 − 1, x3 − 1

)
= x− 1¡ �'¢

f = 2x4 − 1 � g = x3 − 1

f = 2x4 − 1 = q1 ·
(
x3 − 1

)
+ f3

f1 = 2x4 − 1 = 2x ·
(
x3 − 1

)
+ (2x− 1)

f2 = x3 − 1 =
1

2
x2 · (2x− 1) +

1

2
x2 − 1

=

(
1

2
x2 +

1

4
x +

1

8

)

· (2x− 1)− 7

8

2x− 1 =

(

−16

7
x +

8

7

)(

−7

8

)

⇒ ��� �
(f, g) =

��� � (
2x4 − 1, x3 − 1

)
= − 7

8¼W�+�������[�<�]� � d =
��� �

(a, b)
�
ε � ���<�]�+��� ⇒ d · ε =

��� �
(a, b)

}
�^�+���<�{¦�� � ��� �

(f, g) =
��� � (

2x4 − 1, x3 − 1
)

= 1

� ���]�0���0  �+�¹��� �µ��¦ �[�]�����
ÎZ���0�]��������� � R ⊆ R′

¡
R,R′ �������s�<�0��������� �^���]���E����� � ���]��¢O}�ÎZ�+�

a ∈ R′ �<�]�

f (x) =
n∑

i=0

αi ·X i ∈ R [X ]

� ���<�����0  ���¹�����
a
¦����+¾£� ��� �

f (a) =

n∑

i=0

αi · ai ∈ R′

|<}»º[}�~ � Î[�{�0 
(IV.2.4)

¡ � ���]�0���� ��+�����0� �^���]���]���¨�����_�<���0�s�<�O¢
¡ �£¢

(f + g) (a) = f (a) + g (a)¡ ���§¢
(f · g) (a) = f (a) · g (a)

¼½� �W�����0� �
(i)

ÎZ�����+�
f
�]�<�

g
���+�����x�+�Õ�����

f =

n∑

i=0

αi ·X i, g =

n∑

i=0

βi ·X i

¶E�{°��T�&���]�]���������Õ�]��� �µ��¦ �[�]���«¯ ª �<�]��������� �
f + g =

n∑

i=0

(αi + βi) ·X i

¶E�]�¥�0���0  �+�Õ�����
a
�����¥�<�]�������]�{¦��0�+� �

(f + g) (a) =

n∑

i=0

(αi + βi) · ai =

n∑

i=0

(
αi · ai + βi · ai

)
=

n∑

i=0

(
αi · ai

)
+

n∑

i=0

(
βi · ai

)
= f (a) + f (g)

Þ3Ó{� �]� � +�{� �¬�!���{(�	 .��-�!�Z������� � �¬���!.[Û ���O�
.{	����O�
�)ß�Û "{�{�)1£${���!�!��"���$�Û $�	�� ��� �!�����



���������
	�������������
������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	��)�!	���µ1
2OÚ

(ii)
¼½���{�{�<��� � � ¿Z�Ä�]���ÍÈÉ�<¦��0���]¦����{���������¨ ��W������� �µ��¦ �[�]���¨�&����¦�� �

(
n∑

i=0

αi ·X i

)

·
(

m∑

i=0

βi ·X i

)

=
n+m∑

k=0

(
k∑

i=0

αi · βk−i

)

·Xk

ÎZ� �� ��+�������©���]�
a
�+���r�]���@� �O�]�{¦����+���¬��� �

(f · g) (a) =
n+m∑

k=0

(
k∑

i=0

αi · βk−i

)

· ak

=
n+m∑

k=0

(
k∑

i=0

(
αi · ai

)
·
(
βk−i · ak−i

)

)

=

n+m∑

k=0






∑

i,j≥0
i+j≤n+m

(
αi · ai

)
·
(
βj · aj

)






=
∑

i,j≥0
i+j≤n+m

(
αi · ai

)
·
(
βj · aj

)

=

(
n∑

i=0

αi · ai

)

·





m∑

j=0

βj · aj





= f (a) · g (a)

Á ���O�]� �^���]���]���¨���������]�]�����Í�]� � a
¦����+¾£� ��� � Φ : R [X ]→ R′ � f 7→ f (a)

�]�+�¬���0�

Φ (f + g) = Φ (f) + Φ (g)

Φ (f · g) = Φ (f) · Φ (g)

|<}»º[}�~ � Î[�{�0 
(IV.2.5) � � ª �]�0�]��¦��0�+���]� �^¶E�<¦�¦��0�0�+¦�¦����

�
¯ �µ�{�������{¦��<�O�]°��<  � �O¦������]�<�

ÎZ���
K 


�����r� �+�
f ∈ K [X ]

¡ ���O�{�
(f) ≥ 1

¢��
a ∈ K

¡ �£¢
f (a) = 0⇔ (X − a)| f ⇔ f = (X − a) · g (X)

¾£¿Z�Ä�+���
g ∈ K [X ]

¡ ���§¢Í���O�{�
(f) = n ⇒ f

�<�������
K

� �[°��<�0�0�+�]�
n
¶E�<¦�¦��0�0�+¦�¦��+�

¼½� �W�����0� �
�x�

(i) � �^���[���������Ë����� �Ä�+�0� � f = (X − a) · q + r
}ÆÁ ���E�Æ¿]�0���+�Ë ����+� � ¸{¦�¦��@�]���0���O�0°��]���+�<�+� �

r = 0 ∨ ���O�{�
(r) < 1 ⇒ ���O�{�

(r) = 0
}��^�����<�+��¤�� � r =

° ���]�0��} � ���<�����0  ���¹�����
a
¦����+¾£� ��� �

f (a) = (a− a) · g (a) + r (a) = r ⇒ f (a) = r = 0
�]�{°�� ���������<���0���� ��]�<�

�&�{���<�+��¤�� � f (X) = (X − a) · q (X) + f (a) ⇒ ¼W�+�]�{�Z�]�0�]�]�Z}
�x�

(ii) ��² �]�]�Z���������<�0�x�����+��� �
f
�<�{�x�n�+���]�E¶E�<¦�¦��0�0�+¦�¦��+� � f = (X − a) · g � g ∈ K [X ]

}�¶E�{°�� � �O�{�]¾£���O���+¦ � �������
(g) = n− 1Á �+���������E¶E�]¦�¦������+¦�¦��^�����

f �
f (b) = (b− a) · g (b)

⇒ b
¶E�]¦�¦������+¦�¦��+�Ì�����

f ⇒ b = a ∨ g (b) = 0
}¶E�{°�� ² �]�<�<���0����� �]���

g
� �[°��]�������]�

n − 1¶E�]¦�¦��0�0�+¦�¦��+� ⇒ f
�]���©� �[°��<�0�0�+�]�

n
¶E�<¦�¦��0�0�+¦�¦����r}

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
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¼½���¨� ���[�]�<���+� ¡ �0�+��¦����+�����´�����½¼W�����+���0�+�I¢ �~�}»¢
f ∈ K [X ]

�
f (x) = (X − a1) · (X − a2) · . . . · (X − ai) · g (x)

�����x�+�
g
���<�]�´¶E�<¦�¦��0�0�+¦�¦��©���

K
}

º[}»¢ ÎZ���0 
(IV.2.5.i)

����¦��&���<°�� ¿<�x��� �^���]���+�r�
(IV.2.5.ii)

�����E���_����¦��Z�E¾£�{¦���°��x}¹¼W�+�����_���+¦ � ÎZ�+�
R = Z/4Z [X ]

}  ���0�
T 2 − 1 = 0

���
R
}n�&���+�0� � ¦��+��°����]�]�¹�]���´�<�]�+�<�]¦���°��<�s�[���+¦���������<�]����� �

(1 + 2 ·Xn)
2

= 1 + 2 · 2 ·Xn + (2 ·Xn)
2

= 1 + 4 ·Xn + 4 ·X2n = 1
¾§¿<�Ä�{¦�¦��

n
}

�Z}»¢ � ��� 
 �����x�����<�+��¤��W�{¦������<�O�{���0°��¹���]���+�0°��]¦����0���+�x���W���]� � �+�]�+���]��°����W�����]�0�0�{����� �Ô��¦	�[�<���
�+���]�e¶E�]¦�¦������+¦�¦��e���

K
�x�+������ ���} � 	��]���{�{¦��������]�{ �� � � �+�<�+���µ��¦ �[�]��� ����� � �O�{� ≥ 1

���0�
�·�O�[�]�Z���¬����� r���]���{��¾£���������O�+�T�]�<�¥�����������<�+¦�¦r�+���]���



���<�0�0�����0��}

¼½�������_���+¦ � C
���0�K�{¦������<�O�{���0°��¹���]���+�0°��]¦����0���+� ¡

⇒ �����O�+�<�] ����]¦�� �Ô��¦	�[�<�����Ä���
C

�<�{�x�+� � �O�{�
=

1
} ¡ � �]�<�]�{���+�����{¦������0 ´�]��� ª ¦������]���Í¯K�����0�0���©¼½�����+���¬�<�{��¿<�x���©����� � ���Z¤<¢0¢�}

¼½�������_���+¦ � ¼W���O�+°��]���]�<�E�����
T n−1 = 0

¡ ¼W���O�+°��<���]�<�Æ�<���
n
¯
�0�+�@Á �<�O ��+¦����+���<�����������]¦�� Ê[�+�

�x�{�<¦£¢
¼½� �O�+�����½�x���{�{�<��� ¡ ÈÉ�<¦��0���]¦����{���������Õ ����+�����©�����«�_¦���Ê[�+� �x�{�]¦��+�I¢ �

z = r · (cos (ϕ) + i · sin (ϕ)) = r · eiϕ

w = r′ · (cos (ϕ′) + i · sin (ϕ′)) = r′ · eiϕ′

z · w = r · r′ · ei·(ϕ+ϕ′)

�&�{����� � zn = rn · ei·nϕ } ² �¥�]��� � �_�<�]���+�¥��°��<���¥���+  ������� � � ���O���+¦x�����¥ÈÉ�������O� �
zk = ei· 2π

n
·k

�����
k = 0, 1, . . . n− 1|<}»¢ �'���O¦��+���<�]�s����� �µ��¦ �[�]���¨��� ���

R [X ]

¡ �£¢Æ�����O���]�] ����_¦�� �µ��¦ �[�]�����E�]���x�+� � �����
= 1

�[�]��� � �O�{�
= 2

}
X2 + aX + b

���0�������O�+�<�] ����x�+¦
⇔ X2 + aX + b

���
R

�]��°�����¦	���0�]���

⇔
√
(a

2

)2

− b /∈ R

⇔
(a

2

)2

− b � 0

¡ ���§¢
X3 + aX2 + bX + c = 0

�����¬���
R

¦����0�]�{� ¡ ª ¦�¦����+���+���]� � � Xn + bXn−1 + . . . + c = 0
���0�W���

R
¾£¿Z�&�<�]�����O�{�]�

n
¦	���0�]����¢O}hÁÂ�����¬���0���+���{�<�¬�]��� ª �]�{¦ �[����� �

lim
x→−∞

Xn + bXn−1 + . . . + c = −∞, lim
x→∞

Xn + bXn−1 + . . . + c =∞

�^� �+������°��#�x�+�¬�<���+�0�+� �µ��¦ �[�]�����+� �]� ����� ������� � �]�<���0����� �]�{�]�<�+¦���¾£��¦����«�{�<�Õ�<�+�
�I������°��<�+���������0������ {�I�<�{¤

Xn + bXn−1 + . . . + c
�����]�]���0�0�+�]���+���]�´¶E�<¦�¦��0�0�+¦�¦��^�]��� }

�&���E¼½���]�{�<�<���<�]�
(i)

¦�¸{¤��¬����°�������� � ��¦�¾£�E�<�+� � �]�<�]�{���+�����{¦������0 ´�]��� ª ¦������]���Í�x�����+�����+�x}
ÎZ���

f ∈ R [X ]
�
αi ∈ R

�<�����x�+�
f =

n∑

i=0

αi ·X i

¶E�]�¥���0� �
f (z) = 0 =

n∑

i=1

αi · zi

¾£¿Z�^�����
z ∈ C

}

Þ3Ó{� �]� � +�{� �¬�!���{(�	 .��-�!�Z������� � �¬���!.[Û ���O�
.{	����O�
�)ß�Û "{�{�)1£${���!�!��"���$�Û $�	�� ��� �!�����



���������
	�������������
������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	��)�!	���µ1
2 �

� ���]�0°����<� � 
 ��� � �]���������W�����«�_¦���Ê[� �x�{�]¦��+� �
• ÎZ���

z = a + bi
}h¶E�]�¥����¦�� � a + ib = a− bi

• ÎZ�����+�
z, w ∈ C � z + w = z + w

�x�+ ����+���]�<���0���+�����
z · w = z · w

¶E�]�¥����¦��W���<°�� �

0 =

n∑

i=1

αi · zi =

n∑

i=1

αi · zi =

n∑

i=1

αi · zi =

n∑

i=1

αi · zi ⇒ f (z) = 0

ª ¦��0� � Á �+�<�
z ∈ C \ R

�]�<�
z
¶E�]¦�¦������+¦�¦�� ⇒ z

���0�½���<°��T¶E�]¦�¦�������¦�¦��^�����
f
}

⇒ ² � C [X ] �
(X − z) · (X − z)| f

�x�<�]�+�Ö����¦�� �
(X − z) · (X − z) = X2 − (z + z) ·X + z · z = X 2 + 2 · < (z) ·X + |z|2

︸ ︷︷ ︸

∈ R

ª ¦��0� � f =
(

X2 + 2 · < (z) ·X + |z|2
)

· g �]�����x�+�
g ∈ R [X ]

�[}»¢ ² ���0�+�����{�0�����¥¿<�x��� �µ���������{¦��<�O�]°��] ����O¦��+���<�]�
� ¸{�<�]�«�����]� ² ���0���O������¦��n�]��� � ���O�

∫
f (x)

g (x)
dx

 ��¥¦������+�x�<�����x�+�
f, g ∈ R [X ]

}
~�}KÎZ°��Z�O����� � g = f1 · f2

�_��� �
(f1, f2) = 1

}�¶E�{°�� �����O�{�]�0���� ��]�<� � 1 = A · f1 + B · f2

⇒ 1

f1 · f2
=

A

f2
+

B

f1
⇒ f

g
=

A

f2
+

B

f1
= C +

A1

f2
+

A2

f1

�����x�+�
C, A1, A2

�Ô��¦	�[�<�����´�����]�¹�¨���W���O�{�
(Ai) <

���O�{�
(fi)

⇒
∫

f

g
dx =

∫

C dx +

∫
A1

f2
dx +

∫
A2

f1
dx

º[}KÎZ°��Z�O����� � ÎZ°��<¦�����¤[¦���°������O�<��¦��0�+������� �
∫

f

g
dx =

∫

C dx +

∫
ci

(X − ai)
k

dx + . . .

︸ ︷︷ ︸¦����<�+���O� �,�����¨�
+

∫
cj

(X2 + aX + b)
l
dx + . . .

︸ ︷︷ ︸	��<�{�<�O���0���0°��]� �,���O���

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
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�Z}»¢ � ���������O���������O�]�<�«�]��� �µ��¦ �[�]���¨� ���
R [X ] �

f (X) = c ·
n∏

i=1

(X − αi)
ri

︸ ︷︷ ︸

(i)

·
m∏

j=1

(
X2 + βj ·X + γj

)sj

︸ ︷︷ ︸

(ii)

�&�������E�]�<�&���e�����<�+� �µ��¦ �[�]���@¯ �^���]�«¿Z�x���
R

�x���_�<�]�+�e�����
f

�+��� �·�O�[�]�<���^����� ¦����<�+���O�+�
�,� �O���+�

(i)
�]�<� 	��]�{�Z�O��������°��<�+� �,� �O���+�

(ii)
�������x�+�[�<��� 	��<�{�<�O���0���0°��]�+� �,���O���W�������+�]�<  ���x�+¦

�����]�x�_�{¦���� (βj

2

)2

− γj � 0
}

�[}»¢ ² ���0�+�����{�0�����������T�����<�O�[°��]���¹�O���������<�{¦��+� � �]�Z���������<�+� �
∫

f

g
dX =

∫
f

g1 · g2
dX =

∫

A +
B

g1
+

C

g2
dX

�����x�+�
A, B, C

�µ��¦ �[�]�������<��� �
(g1, g2) = 1

�_���O�{�
(g1) >

���O�{�
(B)

�I���O�{�
(g2) >

���O�{�
(C)

}
ª ���W���]�]�<�]�«�<���Ä¾£��¦�¦�����¸{�<�]�����+� � �����0���O���������O�<�]�«¦����+¾§����� �
∫

A +
B

g1
+

C

g2
dX =

∫

AdX +

n∑

i=1

∫
Bi

(X − αi)
ri

dX

︸ ︷︷ ︸

(i)

+

m∑

j=1

∫
Cj

(X2 + βj ·X + γj)
sj

dX

︸ ︷︷ ︸

(ii)

¶E�]�¥�Æ¿]�0���+�¨�����©�<���´�������]¦������x�+�<�]�+��¼��O¿]°��]���_���+¦�°��<�Í�����3���+�]���^¦����<�+���O�
(i)

�[�]��� 	��]�{�Z�O�+¯
�0���0°��]� �,� �O���

(ii)
���Ö¶E�+�<�]���©�<�{�x�+�x�_�����������O�����O�+� ���¢W¼½� �O�+°��<���]�]���<���Ä¦����]�+���O��� �,�����¨� �

∫
B

(X − α)
r dX

ÁÂ����� ���]�<�+�
Bi

�x���©�^���[��������������� �Ä�+���¬ ����O¦��+���+� � B = B̃ · (X − α) + B (α)
}��&�{�����¬¾£��¦���� �

∫
B

(X − α)
r dX =

∫
B̃

(X − α)r−1 dX +

∫
B (α)

(X − α)
r dX

�����x�+�r���O�{�
(B) < r

�<�]�¥���O�{� (
B̃
)

< r − 1
}�ÎZ°��]¦�����¤[¦���°������0�¬�{¦�¦����¬  �Z�O¿]°0�[���+¾£¿<�<���©�{�<¾ �

∫
1

(X − α)
r dX =







ln (|X − α|) r = 1

− 1

r + 1
· 1

(X − α)r+1 r > 1

�'¢�¼½���O��°��]���<�]�«�]� � 	��<�{�<�O���0���0°��]�+� �,� �O���
∫

C

(X2 + β ·X + γ)
s

�x�<���O���Ô¾§¿]�<���+�Æ�����·�����<� �����O�����_¦��+�]�0�<�]�0�0���0�<�0�����n�]�<��°��r}ÔÈÉ��������¦�� 	��]�{�Z�O��������°��<��� � ����¸{�] ��]�<����O�<�{¦��0�+������� �

X2 + β ·X + γ =

(

X +
β

2

)2

+

[

γ −
(

β

2

)2
]

︸ ︷︷ ︸

+ δ

=

(

X +
β

2

)2

+ δ = δ ·





(

X + β
2√

δ

)2

+ 1
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	�������������
������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	��)�!	���µ1�Ó{2

¶E�]�¥�0�<�]�0�0���0�]�����O�+�¨����� � Z :=
X + β

2√
δ

ÎZ°��]¦�����¤[¦���°������O�<�{¦��0�+������� ² �����+���O�{¦��n�<��� � ���O� ∫
C (Z)

(Z2 + 1)
r dZ

C
¦�¸{¤��Y����°��n���]�E�x���µ�&���[���0�����´����� �^�+���Y���+�������µ ����O¦��+����� � C (Z) = Q (Z)·

(
Z2 + 1

)
+(a · Z + b)ÁÂ���©���O�<��¦��0�+� �

∫
C (Z)

(Z2 + 1)
r dZ =

∫
Q (Z)

(Z2 + 1)
r−1 dZ

︸ ︷︷ ︸

(i)

+

∫
a · Z + b

(Z2 + 1)
r dZ

︸ ︷︷ ︸

(ii)

�&�{� ² ���0�+���O�{¦ (i)
  ����¦��+���+�������½�O���[�<�������«�W�����0���+�Z�]�{� ² ���0�+���O�{¦ (ii)

���0�������0�0�+¦���ÎZ�<�]�0�0���0�<�0�����
�]�<���_�����0����¦�¦���� ² ���������O���0�����¥  ���x���O��°��]�<�+� �

∫
a · Z + b

(Z2 + 1)
r dZ =

a

2
·
∫

2Z

(Z2 + 1)
r dZ

︸ ︷︷ ︸

(iii)

+ b ·
∫

1

(Z2 + 1)
r dZ

︸ ︷︷ ︸

+ Ir

(iii)
�����O� �]���O�����Õ�x���ËÎZ�Z�_���������Z������� �����0�+���O��� ��� }

Ir
�����0���O���O��� �O�+� �¬���T�����0�0�+¦����]���������+¦�¦�� �

² ���������O���0����� �
∫

1

(Z2 + 1)
r dZ =

∫

1 · 1

(Z2 + 1)
r dZ

= Z · 1

(Z2 + 1)
r + 2r ·

∫
Z2

(Z2 + 1)r+1

=
Z

(Z2 + 1)
r + 2r ·

∫
Z2 + 1− 1

(Z2 + 1)r+1

=
Z

(Z2 + 1)
r + 2r · Ir − 2r · Ir+1

ÁÂ���©���O�<��¦��0�+�¥�]�{�����W¾£��¦����+�]�<���^���[�Z�O�������<��¾£���O���+¦ �
Ir+1 =

1

2r
· Z

(Z2 + 1)
r +

2r

2r − 1
· Ir

�����
I1 = arctan (Z)

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
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���������
	�������������
������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	��)�!	���µ1�Ó �

`�a�� ced]fhg�i�jZk
(IV.3) l�� gvd_o'zxpµd_k!g��+gvjZt��µd_t{y'j<g�i

�x�Z� � �O���]�<���O�]�<� �ÎZ���
f : V →W

¦����<�+���+�Y�<���
(V) = n

�Y�<���
(W) = m

�
A

�0�+�µ¼½�{�����Ä�����
V

�]�]�
B

�0�+�µ¼½�{�����
�����

W

MA

B (f) =





↑ ↑ ↑
a1 a2 · · · an

↓ ↓ ↓



 , aj =






v1j}}}
vmj




 , f (vj) =

n∑

i=1

aij · wi

¼½� �O�+°��<���]�]�«�<��� �r�O�{�<��¾£���O���{�0�����]�0���{���O��Ê �

V

≡
f

// W

Kn

ϕ
A

OO

� A

B
(
�
)

// Km

ϕ
B

OO

ÏµÐ{Ð ����${"{�{(����1 � �x/ � .{	����W�
	{��$���	��Z�3��� � ��� �!���O�
�)� � � �¬���!�
��
¼½�{�0�����W��°��]�0�+¦ � ÎZ�+���+�

A, A′ ¼W���0�+�¹�����
V

�]�<�
B, B′ ¼½�{�0�+�¹�����

W
}

V

≡
g��

// V

≡
f

// W

≡
g��

// W

Kn

ϕ
A
′

OO

� A
′

A
(
���

)

// Kn

ϕ
A

OO

� A

B
(
�
)

// Km

ϕ
B

OO

� B

B
′(
���

)
// Km

ϕ
B
′

OO

Ï�Ð{Ð �)�»$�"{�{(���µ1 � �x/ � .{	0�¬�W�
	{��${	����Y� � � � *r	 � . � 	��

f =
���

W ◦ f ◦ ��� V

�����O���x�+  ¿<��¦���°��
A′

�
B′ �]�Z�O°�� MB

B′ (
���

) ·MA

B (f) ·MA
′

A (
���

)
�x�+��°��<�O�����x�+�r}

� �½¾£��¦����½¾£¿<�^�]�����r�O�{�<��¾£���O���{�0�����]�0¾£�����¨��¦ � MA
′

B′ (f) = MB

B′ (
���

) ·MA

B (f) ·MA
′

A (
���

)ª �]�������[�<�]� � MA
′

A (
���

)
�<�]�

MB

B′ (
���

)
�����]�¹���+���<¦�¸��O�nÈÉ���0�O�� ��+�r�]�]�@ ��]�Ö¼½�������_���+¦ �

MA
′

A (
���

) ·MA

A′ (
���

) = MA

A (
���

) = E

|<}��Z}�~ Î[�x�+ ����{¦�¾£�{¦�¦ �·� �]�]���������]�]�������+�
f : V→ V

ÁÂ������¸��<¦����¥�+���<�E¼½�{�����
A

�����
V

�����W�x�+�0°��<�O�����x�+�<�]���©ÈÉ���0����Ê
MA

A (f)¡ ² �¥�<�������+� � �{¦�¦v�_�<� � �<�]���¨�����_�<���0�s�<� � A = B
¢

�&�����r�����<��¾£���O�����������<��¾£���O���+¦'¾£¿<�Ä�]���¥¼½�{�����0���+°��<���+¦x�����
A→ A′ ¦��{�<�0��� �

MA
′

A′ (f) = MA

A′ (
���

) ·MA

A (f) ·MA
′

A (id) = T ·MA

A (f) ·T−1

�����x�+�
T ∈ GL (n, K)

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
"{�{(��IÓ�Ú+Û{Ü "{���<Ó�Ý Ý{2 Þ � �IÑÔ����(�� ������� � ��	�� Ð ���
ß�	0���



/+	0���
	����1vÓ � ×[���{	0���!	 Ï ��(�	 Ð �3��r1'�I���
�)	 � "��{(

|<}��Z}»º �&���]�]���������
(IV.3.a) � � �]�<¦���°��<���+���¬�����¥ÈÉ���0�O�� ��+�

ÎZ�����+�
A, B ∈Mn (K)

}
A

�]�<�
B

�<�+��¤[�+�«¸{�]�]¦���°��r�Z¾£�{¦�¦��K�+���
T ∈ � 

(n, K)
�¨���

B = T ·A ·T−1��Ê[���0�0��� ��� }
T

�����O�¥�{¦��½����� � �]����� �O�+�]�<�nÈ �����O��ÊÕ�x�+ ��+��°��]�<��� }
¼½���¨� ���[�]�<� � � �<�]¦���°��Z�����������0� � 	��]���{�{¦����] ��O�+¦��{�0�����
�x�Z� � �O���]�<���O�]�<� ��� �����+�]�0°��]�{¾§�0�+�������<��� � 	��]���{�{¦����] ��O�+¦��{�0����� �
¡ �£¢ �Ä� � ��Ê[���[���0¸{�

A ∼ A � A = T ·A ·T−1 � T = En¡ ���§¢sÎ �[���¨� �0�O���
B ∼ A⇒ A ∼ B � B = T · A ·T−1 ⇒ A = T−1 ·B ·T �

T ∈ � 
(n, K)⇒ T = S−1 �{¦��0�

A = S ·B · S−1 ⇔ A ∼ B
¡ �����§¢ �x�O�{�]�0���0���[���0¸{� � Î[�+�, ��]�0¸{�0 �¦���°��

C ∈ È
� (K)

�<�]�
A ∼ B

�
B ∼ C �

A ∼ B ⇔ A = S · B · S−1 �����
B ∼ C ⇔ B = T · C ·T−1 ¾§��¦���� �

A = S ·
(
T · C ·T−1

)
S−1 = (S ·T) · C · (S ·T)

−1
= U · C ·U−1 ⇔ A ∼ C¼W�+�������[�<�]� � (S ·T)

−1
= T−1 · S−1

|<}��Z}�� �&���]�]���������
(IV.3.b) � �&���������<��¦������������_�������+���½�����

f

f : V → V � �]�]���������]�]�����s�<� �
f

�<�+��¤��&�]���{�����<�{¦������������]�{� ⇔ �+�´� Ê[�������������E�����<�«¼½�{�����
K

�����
V

�����
MA

A
(f) =

(
λ1 0} } }
0 λn

)

, λi ∈ K.

Î[�x�+ ����+¦�¦ � A ∈Mn (K)
�
A

�<���{�����]�{¦����0��� ���_��� ⇔ fA : Kn → Kn �<���{�����]�{¦����0��� ���_���+}
�x�<���{�����+�]�<���<�Æ�����½�<��� � �����+���������0�0�]�+���O��� �
A = {v1, . . . , vn}

�
f (vj) =

∑

i

αijvi
���������]�O��°����©�]� �

j
¯!�����ËÎ[�_�{¦����E�����

MA

A (f) =










· · ·

0}}}
λj}}}
0

· · ·










← j
¯!���XÎ��_�{¦��0�

�]�{�<���
f (vj) = λjvj

�
A

�����¬¼½�{�0���¬�{�<� � �����+���������0�+�x}

|<}��Z})| ÎZ���� 
(IV.3.1) �

ÎZ�����+�
f : V → V

�+��� � �]�]���������]�]�����s�<� �
B

�+���]�Ë�r��¦������_�����T¼W���0���¨�����
V
}6�]�{�]� �0���<�

¸ 	��]���{�{¦��+��� �
¡ �£¢

f
�]���������<��¦������������_���

¡ ���§¢
V

�x�+�0���0 ��½�+���]�E¼½�{�0���¬�{�<� � �����+���������0���O�+�
¡ �����§¢

MB
A

(f)
�����¬¸{�]�<¦���°��¥ ��¥�+���<���Ä�&���{�����<�{¦������0����Ê

Þ � �IÑµ�»��( �������)� � ��	�� Ð ���!ß 	��)� .��-�!�Z������� � �¬���!.[Û ���O�
.{	����O�
�)ß�Û "{�{�)1£${���!�!��"���$�Û $�	�� ��� �!�����



���������
	�������������
������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	��)�!	���µ1�Ó �

¼½� �W����� � ª 	��<���{�{¦��+�] &�����
(i)

�<�]�
(ii)

�����+�<�
(IV.3.b)

}
(i)⇒ (iii)

¼½�{�0�����W��°��]�0�+¦,¦�����¾£�����½¸��<�]¦���°��]�nÈÉ�{���O��  ��� ⇒MB
B

(f)
������¸{�]�<¦���°��¥ ��

MA

A (f) =

(
λ1 0} } }
0 λn

)

(iii)⇒ (i)
�]�{°�� �����O�{�]�0�����0  �<�]�

T ·MB
B

(f) ·T−1 =

(
λ1 0} } }
0 λn

)

� �+�<�E�O�+���<¦�¸��O�EÈÉ�����O��ÊÕ���0��ÈÉ���0����ÊÕ�+���]�+�W¼½�{�����0���+°��<���+¦��
T = MB

A
(
���

) =

(
λ1 0} } }
0 λn

) �

A
¼W�{�����¬�{�]� � ���������W� �������r}

MB
B

(f)T−1 =

(
λ1 0} } }
0 λn

)

T−1 � T−1 =

(
v1 · · · vn

↓ ↓

)

MB

B
(f) · vj = λj · vj

���
T−1 �0���<�Õ�<���´Î[�_�{¦������ � ���������������0�����+�Õ�{�<�������<�O¿<°����¬���¹�<���¬¼W���0���

B
}

|<}��Z}�� � �]���O�����0���O���0�0���0°��]� �µ��¦ �[�]��� ����� � �<�]���¨�����_�<���0���+�
¼½�����<��� � χ

A (T) =
�]���

(T ·En −A) ∈ K [T]
�·�O���_¦��+� � �&��� � �������O¸{���¬�����

TEn−A
�����]�s�<��°������{¦�¦��¬���

K [T]
���]���¬�&� �������¨���]���0�¬���0�µ�_�����]� �

���<�^¿<�x���


�����r� �^�<���_�<��� ��� }

�'���+�,¼½�+���O¿]�<�]�]�<���+� �
(I) � ���3�¬��°��[¦��]�<�#�]���T�^���0���O�����<�{�����+���0�]�����O��� ¿<�x��� �Ä���]�����r�©�]�����

K [T]
�Ä���<���]� � r�+���<¯

�]��  � �0°��]�+���^����� �O�����<�����0�+�<¾£���O���+¦<�]���
A =

∑

σ

�����
(σ)
∏

i

aiσ(i)
�Z�{¦�¦��´Î����{�<�]�����0��¸��� �� ¡ �_���K�{�]¾

ª ¦��0���O�<�������+�]�<�EÈ �<¦��0��¦����]���O¾£���O�
�
¢·���+¦��0�+�r}

(II)
ÎZ�<°��]�



�����x���

L ⊇ K [T]
} � �h�����<�·�+���]�+�Æ����¦�°��<�+�



�����x�������]�<�@ ��W���W�+���]�+�Í�[¦��+���]������� �

L = K [T] =

{
f (T )

g (T )

∣
∣
∣
∣
f, g ∈ K [T] , g 6= 0

}

,

�]���
� 


�����x���Ä�]�������{�0�����]�{¦��+� � �]�<���0�����]���
�
}

¡ ��¢ � ¦��+��°��]�<�+��� �
f

g
=

f ′

g′
⇔ f · g′ − f ′ · g = 0

¡ �'¢ ª �]�]���0����� �
f

g
+

f ′

g′
=

f · g′ + f ′ · g
g · g′¡ °+¢sÈÉ�<¦��0���]¦����{��������� �

f

g
· f

′

g′
=

f · f ′
g · g′

¡ �I¢ ² �������O�0� �
(

f

g

)−1

=
g

f
f 6= 0

¡ �{¢Í�&���<�x�+¦��<�O�]°�� �
f

g
f ′

g′

=
f

g
·
(

f ′

g′

)−1

=
f

g
· g

′

f ′
=

f · g′
g · f ′

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
"{�{(��IÓ�Ú+Û{Ü "{���<Ó�Ý Ý{2 Þ � �IÑÔ����(�� ������� � ��	�� Ð ���
ß�	0���



/+	0���
	����1vÓ � ×[���{	0���!	 Ï ��(�	 Ð �3��r1'�I���
�)	 � "��{(

|<}��Z}�� ÎZ���� 
(IV.3.2)

� �]�]¦���°��]�ÍÈÉ�{���O��  ���Ë�<���r���Ë�<�{������¦��x�n°��]���O�������O���0�0���0°��]� �µ��¦ �[�]��� ¡ χ
A (X)

�������+���]� ² ���{���O��¯�{�����n���+���+��¿Z�x��� � �<�]¦���°��<���+���0�+�_¢
¼½� �W����� � B = T · A ·T−1 } � ¿<�Ä�]�{��°��<���O��������������������°��<� �µ��¦ �[�]��� �����

B
����¦�� �

χ
B =

�]���
(X · E−B) =

�<��� (
X ·E−T · A ·T−1

)

=
�]��� (

T · (X ·E) ·T−1 −T ·A ·T−1
)

=
�]��� (

T · [X · E−A] ·T−1
)

=
�]���

(T) ·χA (X) · �<��� (T−1
)

= χ
A (X)

�]�Æ�]���
(T) · �]� � (T−1

)
=

�]��� (
T ·T−1

)
=

�<���
(E) = 1



���]�0� 	��]���]  � Î[�]�<�Ä�]�<�¥�&���0���O�����]�{�����´�]¦������x�+�¨�r��� � �]�]¦���°��<���+���¬�]�������O¸{�<�]�������x�]�+�<� �

χ
A (X) = Xn − Î��_�<�

(A) ·Xn−1 ± . . . + (−1)
n · �]��� (A)

¼½�����<��� � A
¸{�<�]¦���°��¥ ��

B
¡ ��¾§� � A ≈ B

¢ ⇒ χ
A = χ

BÁ ���O���]�<� � χ
A = χ

B ; A
¸{�<�]¦���°��¥ ��

B¼½�������_���+¦ � ÎZ���
A

�]�<�
B

���������x�+�Õ�¨���

A =

(
1 0
0 1

)

, B =

(
1 1
0 1

)

� ¿<�Ä�<���E°��<���O�����0�O���0�0����°��<�+� �µ��¦ �[�]�����´����¦�� �
χ

A (T ) =

∣
∣
∣
∣

T − 1 0
0 T − 1

∣
∣
∣
∣
= (T − 1)

2
, χ

B (T ) =

∣
∣
∣
∣

T − 1 1
0 T − 1

∣
∣
∣
∣
= (T − 1)

2

ª �]�����]�������+�©�+�Y� Ê[�������������
T ∈ � 

(n, K)
�����

T·A·T−1 = B
�����x���

T·A·T−1 = T·E·T−1 ⇒
B = E

} ª �x���
B 6= E

|<}��Z}�� �&���]�]���������
(IV.3.c) ��� �<�{���{���0���O���0�0����°��<�+� �Ô��¦	�[�<��� �����

f

ÁÂ¸{�]¦��E¼½�{�0���
A

�����
V
�I��� �� �� χ

f (X) :=
�]� � (

X ·E −MA
A

(f)
)

= χ
MA

A
(f) (X)Á ���<¦��<���_�<���������<�+���Í�<�+�@°��<�{���{���0���O�������0��°��<�+� �Ô��¦	�[�<�����Æ�����

f
¡ Ã&�<���_�]¸{�<���������+���s�����#�]���

Á �{�]¦,�<���©¼½�{�0����¢ � ÎZ�+�
B

�����<�&���+���0���O�E¼W�{�����W�����
V
�]�]�{�]�¥����¦�� � MB

B
(f) = T ·MA

A
(f) ·T−1¾£¿Z�

T = MA

B
(id)

} ª ¦��0� �
χ

MA

A
(f) (X) = χ

MB

B
(f) (X)

|<}��Z}�� ÎZ���� 
(IV.3.3) ��� �����+���������0�´����� � �]�<���������_�]�������+�

�&��� � ���������W� �����´�����
f
�0���<�������]�{�¥�]���E¶E�]¦�¦�������¦�¦��+������� χ

f¼½� �W����� � f
�����O�¥�����]� �^¼W�{�����

A
�<�<�O°��

MA
A

(f)
�r����°��Z�O��� �r��� �

f (vj) =

n∑

i=1

αij · vi, MA

A (f) =

(

αij

)

ª ¦�¦����+���+��������¦��½¾£¿<� � �����+���������0� � λ ∈ K
� ∃v 6= 0 � f (v) = λ · v

v =

n∑

i=1

xi · vi, f (v) =

n∑

i=1

yi · vi,






y1}}}
yn




 = A ·






x1}}}
xn






�&�{�Ä�]�+��¤�� � f (v) = λ · v ⇔ A · x = λ · x � A = MA
A

(f)
}½ÁÂ���&�<���r���T�x�����+���0������  �+�������I�<�{¤��]���

¼½���]�{�<�<���<�]�«¾£¿Z�^ÈÉ�����O�� ��+���������������©����� �]�{¦��0�@�{�]°��T¾£¿Z�
f
}

Þ � �IÑµ�»��( �������)� � ��	�� Ð ���!ß 	��)� .��-�!�Z������� � �¬���!.[Û ���O�
.{	����O�
�)ß�Û "{�{�)1£${���!�!��"���$�Û $�	�� ��� �!�����



���������
	�������������
������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	��)�!	���µ1�Ó�Ú

|<}��Z}�� ¼½�+���0�]���+¦'¾£¿Z� � �����+���������0�n�+���]�+� � �]�<���������_�]�����Æ�]�
��������¦��+��°��]�E�{�]°�� ª �]¾£�����r�«~�~´�����À�Z�O���0�0�+� � �]�]�<���� ���������¦,�]� ��x��� ª ²�² }
d

dt
: { �µ��¦ �[�]���¨�Ì¿Z�x���

R,
�������

(f) ≤ 4} = V → V
} � ¿Z�

f 6= 0 � d
dt

(f) = λ · f ⇒ λ = 0
�

f =
°����]��� }·�&�{�����½¾£��¦����½¾£¿<�Ä�]��� � �����+�Z�O�{�]� �h� ��� ( d

dt
, 0
)

= R · 1¼½����°��Z�O�+���_�]�<�@�]�Z�O°��T¼½�{�0���
A =

(
1, t, t2, t3, t4

)

MA

A (f) =









0 1 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 4
0 0 0 0 0









� ¿<�Ä�<����°��]���O������� �O����������°��]� �Ô��¦	�[�<���±¾£��¦���� �

χ
MA

A
(f) = det









X −1 0 0 0
0 X −2 0 0
0 0 X −3 0
0 0 0 X −4
0 0 0 0 X









= X5

�&�{�����¬���0�¬�<���E�����<  �����´¶E�<¦�¦��0�0�+¦�¦��
x0 = 0

�+���] �������� � �����+����������}

|<}��Z}�~�� ¼W�+��°��Z�O�+���_�<�]�«�]� � � �����+�<��¸��<���&�+���]�+� � �]�<���������<�_�����Æ�]�
� �½����¦�� �·� ��� (f, λ) = {v| f (v) = λ · v} = 


���O�
(f − λ · ��� )�&���]� � f (v) = λ · v = (λ · ��� ) (v) ⇔ (f − λ · ��� ) (v) = 0ª �]���]� �^�^�����+�<�������<��¾£���O���+¦]¾£��¦���� � �]��� ( � ��� (f, λ)) =

�]���
(V)− �O�

(f − λ · ��� )�&���O������¦�¦��]�<�@�]��� � �����+�<�O¸{�<�¨�&�¨�������+¦��K�r����°��Z�O�+���r���]�]� ��ÈÉ�{���O��  ��� �
A = (v1, . . . , vn)

�����,¼½�{�0�����
A = MA

A
(f)

}�¶E�]�¥����¦�� �
MA

A (f − λ · ��� ) = MA

A (f)− λ ·E
�&�{�����¬¾£��¦���� � �]��� ( � ��� (f, λ)) =

�<���
(V)− �O� (

MA
A
− λ ·E

) �<�]�����+����� � �

� ��� (f, λ) =







n∑

i=1

xi · vi

∣
∣
∣
∣
∣
(A− λ ·E) ·






x1}}}
xn




 = 0







+ � ��� (A, λ)

|<}��Z}�~�~ Á �+����� � � �]���O�����0���O���������O�]�<���+�¥�<���Ä�&���{�����<�{¦������������]�{�����+���
�x�Z� � �O���<�]�����]�]���{�

(IV.3.b)
�
(IV.3.1) � f : V → V

�<�+��¤��©�<���{�����]�{¦����0��� ���_��� ⇔ ���Ä� Ê[�������������
¼½�{�0���

A
�����

MA

A (f) =

(
λ1 0} } }
0 λn

)

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
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/+	0���
	����1vÓ � ×[���{	0���!	 Ï ��(�	 Ð �3��r1'�I���
�)	 � "��{(

¼½���¨� ���[�]�<� �
¡ �£¢

A
�����¬¼W���0���W����� � �����+���������0���O�+�

¡ ���§¢
λi

�����]� � �����+���������0�E�����
f
�]�]�

χ
f (X) =

�<���




X − λ1 0} } }
0 X − λn



 =

n∏

i=1

(X − λi)

�x�Z� � �O���]�<���O�]�<�«�{�
(II.4.6)

¯��&���O�����0�ÆÎZ�<�¨���^ ����+�����ÄÃ&���0�����������0�����O¸{�<�¨� �ÎZ�����+�
U,V < W

�
U + V = {u + v| u ∈ U, v ∈ V} }·¶E��°��¥�]���Ä�&�����+�]�0�����]�0¾£���O���+¦

(II.4.4) �
�<���

(U + V) +
�]���

(U ∩V) =
�]���

(U) +
�]���

(V)

�&���+�0� �r�����<�+�ÂÎ[¸{�0 ��X�0���<� �x�+¦������<���+�ÕÈÉ�{�0���O���{¦&¾£¿Z������<�Ì�s¿]�<�]¦���°��]� �·�O¿<¾£�]�<� �x�+� � �����
¼½��°���� �+}
�x�Z� � �O���]�<���O�]�<� � �^���_�<���0�������<���Ä�]���O�����0�+�TÎZ�<���¨�Ä�����¥ ����+�,Ã&���0�����O¸{�]���+� �
U+V

�]�+��¤��>�<���O� �����½ÎZ�<�¨��� ⇔ � ���]�+� � ¦��+���+���r�����
U+V

�]�����+���]�K�+���]�<�+�<�0�����K�&���O�0�0�+¦�¦��<�]�
�]� � � ���O�

u + v
�����x�+�

u ∈ U
�

v ∈ V ⇔ U ∩V = φ ⇔ �]���
(U + V) =

�<���
(U) +�]���

(V)¶E���0��������� � U⊕V
}

|<}��Z}�~{º �^���_�<���0�����
(IV.3.d) � �&���O�����0�ÆÎZ�<�¨���Ä�����¥Ã&���0�����O¸{�]���+� ¡ ÈÉ�+�<�©�{¦��� ����+�§¢

� �+�����x�+���������+�
U1,U2, . . . ,Ur < V

}��&� �^Ã^����� ���O�{�]�

U1 + U2 + . . . + Ur =

r∑

i=1

Ui = {u1 + u2 + . . . + ur|ui ∈ Ui
¾£¿Z�

i = 1, . . . , r}

�]����¤��Æ�]���O�����������+�]� � �+�]�+� � ¦��+���+���n����� r∑

i=1

Ui
�+���<���+���]�<�+�<�0�����¹�^�{���0�0�+¦�¦��]�<��<��� � ���O�

r∑

i=1

ui
�
ui ∈ Ui

�]��� }·¶E���0�{�0����� � U1 ⊕U2 ⊕ . . .⊕Ur

� 	��<���{�{¦��+����� � ���O�Æ�]¦���� �O�]�<���+� �
¡ �£¢Æ�^���ÍÎ[�]�����

U1 + U2 + . . . + Ur
���0�½�]���O�����

¡ ���§¢ � ¿Z�Ä��¦�¦��
i = 1, . . . , r

����¦�� � Ui ∩




∑

i6=j

Uj



 = 0

¡ �����§¢Í�<���
(U1 + U2 + . . . + Ur) =

r∑

i=1

�]���
(Ui)

� ¿<�Ä�<���E¼W�����+���0�E�����+�]� ª �<¾£�����x�«~+|s�����Ö�[��� ������� � �_�<�]���� ����0�0�+¦r�]��� x��� ª ²�² }

Þ � �IÑµ�»��( �������)� � ��	�� Ð ���!ß 	��)� .��-�!�Z������� � �¬���!.[Û ���O�
.{	����O�
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���������
	�������������
������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	��)�!	���µ1�Ó �

|<}��Z}�~ � ¼W�+�����_���+¦ � �^���O� �����ÆÎZ�<���¨���¨�����¥Ã^���������O¸{�]���+�¥���
R3

x3

x2

x1

Ï�Ð{Ð �)�»$�"{�{(���µ1vÚ��IÑµ	0�
R3

�&���EÃ&���0������¸��<���Í�0�+���+�����������x�+�Õ�¨���
Ui = xi

¯ ª °��<����}�Î[�+�
x ∈ R3 }�¶E�<�¥����¦�� �

x = (x1, x2, x3) = (x1, 0, 0) + (0, x2, 0) + (0, 0, x3) = u1 + u2 + u3�����
ui ∈ Ui ⇒ R3 = U1 ⊕U2 ⊕U3

|<}��Z}�~+| Î[�{�0 
(IV.3.4) � �&���TÎZ�<���¨�«����� � �����+�Z�O¸{�]���+�É  �X��������°��<���+�<�+�]��� � ���������W� �������

���0�½�]���O�����
r∑

i=1

� ��� (f, λi) =

r⊕

i=1

� ��� (f, λi) = � ��� (f, λ1)⊕ � ��� (f, λ2)⊕ . . .⊕ � ��� (f, λr)

¼½� �W����� � ÎZ���
v = v1 + v2 + . . . + vr

�����
vi ∈ � ��� (f, λi)

�]�<� �0�+�����
λ1, . . . , λr

�_�{�������+���0�
�����O��°��]���+�]�+�x}
�x�<���O����  �¥ ��+�����+� �·� ���<�]�+�Z���������+���¬�]� �^�^���O�0�0�+¦�¦��<�]�<}

� 	��<���{�{¦��+���� ��Ë ��+�����+� � 0 = v1 + v2 + . . . + vr ⇒ vi = 0
¾£¿Z�

i = 1, . . . , r
}

¼½� �W����� ��� ���]�<�+�<�0�������+���W�]� �^�^���O�0�0�+¦�¦��<�]�

� ⇒� Î[�+�,�<���ÍÎ[�]�����&�]���O�������
v =

r∑

i=1

vi =

r∑

i=1

0 = 0
�
0 ∈ � ��� (f, λi)

�]�{¦�¦��
vi = 0

� ⇐� ���������<���0���� ��]�<� � ¶E�<¦�¦����Z�h���O���[���{¦��]���O������¦�¦��_���+}hÎZ���
v = v1+v2+. . .+vr = v′1+v′2+. . .+v′r�����x�+�

vi, v
′
i ∈ � ��� (f, λi)

⇒ 0 = (v1 − v′1) + (v2 − v′2) + . . . + (vr − v′r)
} ª �x��� � (vi − v′i) ∈ � ��� (f, λi)

}^¶E�{°�� ���������<��¯
��� �� ��]�<�«¾£��¦���� � vi − v′i = 0⇔ vi = v′i¶E�{°��]�<�+�À�¬���Ä�]��� � ���]�<�+�<�0�������+���½�]���^�&���O������¦�¦��]�<�«���+ ��+�����¬�<���r���r�_�����O�<�+�¥�����^�<�+� �Ä�+�0�
�]���¬¼½�����+�������½�����W ��W���,��� �O��°��<�����]�+�<�+� ª �����]���+���0�+��¾§¿]�<���+� �~�}·¼½�����+��� �ÎZ���

0 = v1 + v2 + . . . + vr
�
f (vi) = λi · vi

} �'�¥  �������+�
vi = 0

} ª �����+�]�<�]�]�@�����
f
¦����+¾£����� �

0 = f (v1) + f (v2) + . . . + f (vr) ⇔ 0 = λ1 · v1 + λ2 · v2 + . . . + λr · vrÁ �+�]�<�+�¹�����Ä���]�
f
� �O�]�+�Z���{�r�I�0�@���O�<�{¦��0�+������� � 0 = λ2

1 · v1 + λ2
2 · v2 + . . . + λ2

r · vr� ���x�+�������&���<�
f (r − 1)

¯
�¨�{¦r���<�������+�<�]�����'���«� �O�]�{¦����+�¥�����Ä¾£��¦������]�]�����]���������+�<�+� � ¦��+� ¯
°����<�]���0�
�[�����+� �

0 = λ0
1 · v1 + λ0

2 · v2 + · · · + λ0
r · vr

0 = λ1
1 · v1 + λ1

2 · v2 + · · · + λ1
r · vr

0 = λ2
1 · v1 + λ2

2 · v2 + · · · + λ2
r · vr}}} }}} }}} }}} }}} }}} }}} }}} }}}

0 = λr−1
1 · v1 + λr−1

2 · v2 + · · · + λr−1
r · vr

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
"{�{(��IÓ�Ú+Û{Ü "{���<Ó�Ý Ý{2 Þ � �IÑÔ����(�� ������� � ��	�� Ð ���
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/+	0���
	����1 � Ý ×[���{	0���!	 Ï ��(�	 Ð �3��r1'�I���
�)	 � "��{(

�&���+�¬� �O���<�]�������]�<�¬�{�¥�]��� ���{�]�]� �O�����]�<��°��<�nÈ �����O��Ê ¡ �]��� (
AT
)

=
�]���

(A)
¢ �

�<���










1 λ1 λ2
1 · · · λr−1

1

1 λ2 λ2
2 · · · λr−1

2

1 λ3 λ2
3 · · · λr−1

3}}} }}} }}} } } } }}}
1 λr λ2

r · · · λr−1
r










=
∏

1≤i≤j≤r

(λi − λj)

∏

1≤i≤j≤r

(λi − λj) 6= 0
���+�]�{�¥�]�{�<�r�_���+�<�¥��¦�¦��

λi
�]���������+�����E�����O�0°��]���+�]���¥�����]�r}

ª ¦�¦����+���+���]���½Î[°��]���¨�Í ��<��������]�<�@¾£¿Z�
r = 3 �

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0
1 b− a b2 − a2

1 c− a c2 − a2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

(i)
= 1 ·

∣
∣
∣
∣

b− a b2 − a2

c− a c2 − a2

∣
∣
∣
∣

(ii)
= (b− a) · (c− a) ·

∣
∣
∣
∣

1 b + a
1 c + a

∣
∣
∣
∣

= (b− a) · (c− a) · (c + a− (b + a))

= (b− a) · (c− a) · (c− b)
ª �]�������[�<�]����� �
¡ �£¢ � ���3����°��[¦��]�]�«�<�{°��T�]���Ä���O������� �x�+��¦��
¡ ���§¢ ª �]¾§�0�_�{¦����<�]�¨�]��� �,���O���Í���e�]���´ ����+������� Î��_�{¦��0�@�<��°�� �<�O���������´¼½���]��������°��<��� � ���O���+¦

�<�]� � � �O�{�]�� ����+�]�+�¥�<��� � �����0���O���¥��� � ���]��� �'�+��¦��
��������¦��+��°��]� ª �]¾£���{�x�n|@�{�]¾µ�]���±� �O�0�0�+� � �_�]�<�����_¦��{��� x��� ª ²�² }� ���O���{¦r� �O�]�{¦����+���¬���Ä���]� �









0
0
0}}}
0










=










1 1 1 · · · 1
λ1 λ2 λ3 · · · λr

λ2
1 λ2

2 λ2
3 · · · λ2

r}}} }}} }}} } } } }}}
λr−1

1 λr−1
2 λr−1

3 · · · λr−1
r










︸ ︷︷ ︸

A

·










v1

v2

v3}}}
vr










⇔ A−1 ·





0····
0



 = E ·






v1}}}
vr






⇒ ª ¦�¦��
vi = 0

¡ � ¿Z�
det (A) 6= 0

¢
º[}·¼½�����+��� � �Ô� � ² �]�<�<���0�����¥�]�{°��

r
}

� �+�����x�+� �h� ��� (f, λi)
¾§¿<�

i = 1, . . . , r

² �]�<�<���0�����]���{�<¾£�{�]� � r = 1 � ���O���[���{¦ ¡ � �+�<�©ÎZ�<���¨���{�]�·�����<�+� Ã&���0���������<� ���0�Ô���¨�����Ô�]���O������¢
² �]�<�<���0�����]���0°��<������� � r − 1 r¶E�{°�� ���������<���0���� ��]�<� � 0 = v1 + v2 + . . . + vr

�
f (vi) = λi · viÁ �+�]�<�+�¹�����Ä���]�

f
�{�x�I���@� �O�]�{¦����+���¬��� � 0 = v1 · λ1 + v2 · λ2 + . . . + λr · vrÈÉ�]¦������_¦���  �����O�+�Í�����K���]���]��� ���������<���0���� ��]�<�E�����

λ1
�<�]�����Z�]���O�{�]�����O�+�Æ�����¨�<����¾£��¦������]�]���r�

���s���O�����]�½����°�� �
0 = (λ2 − λ1) · v2 + (λ3 − λ1) · v3 + . . . + (λr − λ1) · vr

�µ��� ² �<�]�Z���������¥¾£��¦���� � ��¦�¦��
(λi − λ1) · vi = 0

¾£¿Z�
i = 2, 3, . . . , r

}
�&�

λi 6= λj
¾§¿<�

i 6= j ⇒ v2 = v3 = . . . = vr = 0⇒ v1 = 0

Þ � �IÑµ�»��( �������)� � ��	�� Ð ���!ß 	��)� .��-�!�Z������� � �¬���!.[Û ���O�
.{	����O�
�)ß�Û "{�{�)1£${���!�!��"���$�Û $�	�� ��� �!�����



���������
	�������������
������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	��)�!	���µ1 � 2

� g �Xj<p �+gvzxp ��jZt m gvoxjZp�t ��� �Xj
¡ �£¢ � ��� (f, λ) = 


�����
(f − λ · id)

�_�]�+�<���]���
( � ��� (f, λ)) =

�]���
(V) − �O�

(f − λ · ��� )
¡ ���§¢ �'�Õ�x�����+�����+� � �<��� ( � ��� (f, λ)) ≤ �&���+¦�¾£�{°��]�<�+���W�����

λ
�{¦��W¶E�]¦�¦��0�0�+¦�¦��Ä�]�+�W°��]���O�����0���O����� ¯

�0°��]��� �Ô��¦	�[�<�����

|<}��Z}�~ � �^���_�<���0�����
(IV.3.e) � �^���+¦�¾£�{°��<�]�+���¬�+���]� �©¶E�]¦�¦������+¦�¦��

ÎZ���
g (T ) ∈ K (T )

�����
g (α) = 0

}
¶E�]�e�0�]��¦��0�+�Ë�¬���&����¦��{�]���s�+���]�Æ¶E�]¦�¦������+¦�¦��n�]���Ä�]� ���^���0�©�]��� �µ��¦ �[�]�����

h (T )
¾£¿Z�

α
���+���]�

¶E�]¦�¦��0�0�+¦�¦��&���+�Z���]��� �
g (T ) = (T − α)

rα · h (T )

rα
�����������]�¥�{¦�� �&���+¦�¾£�{°��]�<�+���½�[�]���ÄÈÉ�]¦������_¦���  ����¸��������

α
�x�+  ����°��<�]����}

|<}��Z}�~ � �^���_�<���0�����
(IV.3.f) � f

¯
�����{���O���{����� �&Ã^���������O�{�]�
� �+�����x�+� � f : V → V

¡ � �]�<���������_�]�����Æ�]��¢O�
U < V

�<�+��¤��
f
¯3�����{���O�������&Ã&���0�����O�{�<�T�r���+�]�

����¦�� �
f (U) ⊆ U

|<}��Z}�~ � ¼W�+�����_���+¦��´¾£¿<�
f
¯3�����{���O���{���0�nÃ&���0�����O¸{�]���

¡ ��¢ {0} �]�<�
V

�����]�������¨� �¬�����{�{�����{��� ¡ �_�����<��¦��������0°��]� � ¸{¦�¦���¢
¡ �'¢

K · v ���0�
f
¯3�����{���O������� ⇔ v

�����¬�+��� � �����+����� �������
¡ °+¢«Î[�+�

K = R2 �]�<�
f �

�^���+���]�<�
600 ���

R2 } ² � �]���+�0�+� � ��¦�¦½�0���<� ���Z� {0} �<�]�
R2�����{���O��������}

¡ �I¢@Î[�+�
K = R3 �<�]�

f �
�Ä�O�+���<�]����

R3 } ² � �<�������+� � �{¦�¦��0���<�É���<� {0} � R3 �<�]�X�]���
�Ä�O�+�<��°��]���n�����{���O���{����}

¡ �{¢ � ��� (f, λ) f
¯
�����{���O���{��� � v ∈ � ��� (f, λ) ⇒ f (v) = λ · v ∈ � ��� (f, λ)¡ �&���]� � f | �
��� (f,λ) =

ÈÉ�]¦��0���]¦����{���������<�+�Õ�����
λ
¢

|<}��Z}�~ � x�+�����
(IV.3.5)

ÎZ���
U

�+���
f
¯
�����{���O���]���0���&Ã^����� ���O�{�]�

⇒ χ
f (T ) = χ

f |
U

(T ) · g (T )

¼½� �W����� � ÎZ�+� V = U⊕U′ �<�]�Æ���+�
(u1, . . . ur, ur+1, . . . , un)

�0�+�[¼½�{�����>�����
V
�������

u1, . . . , ur ∈ U�]�<�
ur+1, . . . , un ∈ U′ }

�&���E¼½����°��Z�O�+���_�]�<�@�����
f
���¥�]���+�����¬¼½�{�����¬�]���©¼W¦��[°��[���0�O�Z�����Z� �







A B

0 C
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/+	0���
	����1 � Ó ×[���{	0���!	 Ï ��(�	 Ð �3��r1'�I���
�)	 � "��{(

ª �]�������[�<�]����� �

• f (u1) =

r∑

i=1

α1i · ui

¡
U

���0�
f
¯
�����{���O���{����� �EÃ&���0�����O�{�<� �����

V
� � �+�<�Z°��¿<�x���

ui
¾£¿Z�

i =

r + 1, . . . , n
�����¬�������<� ª �<�����{���E� ����¦���°��I¢

• A
�����¬�+���]�

r × r
¯
È �����O��Ê��]�<�

B
���0�������<�

(n− r)× (n− r)
¯
ÈÉ���0�O��Ê

�&�{�����¬���O�<�{¦��0�+�¹�����Ä���]�¥¾£��¦����+�]�<�+�½°��]���O������� �O����������°��]� �µ��¦ �[�]��� χ
f (T ) �

χ
f (T ) =

�]� �






T ·Er −A −B

0 T · En−r − C







=
�]� �

(T ·Er −A) · �<��� (T · Er−n − C)

Á �+������� � A = MA

A (f |
U

)
�¨���W¼½�{�����

A = (u1, . . . , ur)
} � �¬¾£��¦����¬�<���E¼W�+�]�{�<�<���<�]� �

χ
f (T ) = χ

f |U
(T ) · g (T )

�����x�+�
g (λ) 6= 0

�Æ})�r} � χ
f (T ) = (T − λ)

rλ · g (T )
�W���x�+�

g (λ) 6= 0
�<�]�

λ � �����+���������

|<}��Z}�~ � �^���_�<���0�����
(IV.3.g) � ª ¦������]�O�{����°��<� �&���+¦�¾£�{°��]�<�+��� �I���+���������O����°��<���^����¦�¾£�{°��<�]�+���

�]���
( � ��� (f, λ)) :=

���+���������O����°��<���^����¦�¾£�{°��<�]�+���¬�����
λ
�

rλ :=
�{¦������]��������°��]���&���+¦�¾£�{°��]�<�+���

|<}��Z}»º � Î[�{�0 
(IV.3.6) � ���+���¨� �0�O����°��]���^���+¦�¾§��°��]�]����� ≤ �{¦������]�O�{����°��<���&���+¦�¾£�{°��]�<�+���

� �½����¦�� � �<���
( � ��� (f, λ)) ≤ rλ¼½� �W����� �·� ��� (f, λ)

���0�
f
¯
�����{���O���{��� �

f | �
��� (f,λ) ↔

(
λ1 0} } }
0 λn

)

���0�
r × r

¯
È �����O��ÊI�
r =

�]���
( � ��� (f, λ))

} � ¿Z�^�<�{��°��]���O�����0���O���0�0���0°��]� �Ô��¦	�[�<���Ö����¦�� �
χ

f | ��� � (f,λ)
= (T − λ)

r ⇒ χ
f (T ) = (T − λ)

r · g̃ (T )

� �½¾£��¦����½�]���E¼½�+�<���Z�]�0�]�<� � r ≤ rλ

|<}��Z}»º[~ ¼W�+�����_���+¦ � ���+���������O����°��<���^���+¦�¾£�{°��<�]�+���
�

�{¦������<�O�{���0°��]� � �^���+¦�¾§��°��]�]�����
ÎZ���

A
���+�����x�+�¹�����

A =

(
1 1
0 1

)

⇒ χ
A (T ) = (T − 1)

2

⇒ λ = 1
�����^�����<  ������� � ���������W� ��� } �Ä�+°��]�<�+�e�¬���E���<��<�+� � �����+�<�����<� �{�]���,�0�Õ�����]�{¦��0�+�

����� �
� ��� (A, 1) = 


���O�
(A−E) = 


���O� ( 0 1
0 0

)

= K ·
(

1
0

)

�&�{�����¬���O�����<�¬�0��°��¥¾§¿<�Ä�]���+�����½¼½�������_���+¦ � r = 1 � rλ = 2

Þ � �IÑµ�»��( �������)� � ��	�� Ð ���!ß 	��)� .��-�!�Z������� � �¬���!.[Û ���O�
.{	����O�
�)ß�Û "{�{�)1£${���!�!��"���$�Û $�	�� ��� �!�����



���������
	�������������
������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	��)�!	���µ1 ���

|<}��Z}»º�º � �{�<�<���0���� 
(IV.3.7) �

� �+�����x�+�������
f : V → V � �<�]���¨�����_�<���0�s�<� ¡ �x�+ ����+���<�]���0���+�����

A ∈Mn (K)
¢O}

�&�{�<�¥�����]�¥¸ 	��]���{�{¦��+��� �
¡ �£¢

f
¡ �x�+ ��������]�]���0���+�����

A
¢W�����]�¹�]���������<��¦������������_���

¡ ���§¢
V

���0�½�]���O�����ÄÎ[�]�����&�]� � � �����+�<��¸��<��� � V =
⊕

λ

� ��� (f, λ)
¡ �_ ��´}

V =
⊕

λ

� ��� (A, λ)
¢

¡ �����§¢ �I���+� �r�+��¦�� �
� ��� χ

f

¡ �x�+ ����+���<�]���0���+����� χ
A
¢W  � �O¾£¸{¦�¦���¿Z�r� �

K
����¦�¦��0�0¸{�]�<���Æ��� x���<�+���O¾£�����0���O�+�

� Ð � � ¿<� � �+�]�+� � �����+���������Æ�0�0���¨���+�Ì���+���������O����°��<�Õ�<�]� �{¦������<�O�{���0°��]� �&���+¦�¾£�{°��]�<�+���
¿<�x�����+���x}

¼½� �W����� �
(i)⇒ (ii) � f

�<���{�����]�{¦����0�������_��� ⇒ �+�¬��Ê[���0�0�������¬�����<�E¼½�{�����¬�{�]� � �����+����� �������O�+�

⇒
r∑

i=1

� ��� (f, λi) = V ⇒ V =

r⊕

i=1

� ��� (f, λi)

(ii)⇒ (iii) � È �{�¥�����]¸{¦��¬�+���<�E¼½�{�����¬�<��� � ���O�
⋃

·
λ

{

vλ1 , vλ2 , . . . , vλnλ

}

Î[�0�+¦�¦����¹�����©���]�
f
�����]���+��� �©¼½�{�����¬�]���I�0�@���O�<�{¦��0�+������� �

MA

A (f) =











Bλ1

Bλ2 } } }
Bλn











�����
Bλr

=

(
λr 0} } }
0 λr

)

�&�{�����¬¾£��¦����¬¾£¿Z�^�<�{��°��]���O�����0���O���0�0���0°��]� �Ô��¦	�[�<��� χ
f (T ) �

χ
f (T ) =

∏

λ

(T − λ)
rλ (∗)

(iii)⇒ (i) �
x���Z�

(a) � χ
f (T ) =

∏

(T − λ)
rλ
} r�{�Z�

(b) � rλ =
�]���

( � ��� (f, λ))

⇒ �<��� (⊕
λ

� ��� (f, λ)

)

=
∑

rλ

(∗)
=

���O�{� (χ
f (T )

)
=

�<���
(V)

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
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�)	 � "��{(

|<}��Z}»º � ¼W�+�������[�]�<���+�

~�}»¢
A ∈ Mn (K)

�]���{�����]�{¦������������]���
� ��� 	

⇔ fA
�]���{�����<�{¦������������]�{� ⇔ A = MC

C
(fA)

���0�E¸{�<�]¦���°��
 ��¥�+���<���©�&���{�����]�{¦��������O��Ê �

T ·A ·T−1 =

(
λ1 0} } }
0 λn

) ¾£¿Z�
T ∈ � 

(n, K)

�&���x�+� �
• T

�����¬�<��°����©�����<�]�+�Z�����Æ�x�+���������Æ���������]¦,�{�x���Ä�<��� � �����+���������0�
λi

• T−1 �]�����{¦��ÄÎ[�]��¦��0�+� � ���������������0�����+�r�_���+��¦
T−1 = MA

′

E
(
���

)
}

º[}»¢Æ�^���E ����+���0�n¼½�+�������[�]�]�Æ�����¬�+���


��������¦��{� �

|<}��Z}»º�|


��������¦��{�

(IV.3.8)

ÎZ���·�]���
(V) = n

¡ �x�+ ����+���<�]���0���+�����
A ∈ � 

(n, K)
¢O} � �{�

f
¡ �x�+  ���+���<�]�������+���0�

A
¢

n
��� ��¯

��°��]���+�]�+�<� � �����+�����������E���
K
�<���«���0�

f
¡ �r��  ���+���]�<�����W�����0�

A
¢W�<���{�����]�{¦����0��� ���_���+}

¼½� �W����� � � ��¦����¬�{�<�
(IV.3.6)

�]�<�
(IV.3.7) � ª ¦�¦��

rλ = 1
} ª �<�

(IV.3.6) � �<���
( � ��� (f, λ)) = rλ

χ
f =

n∏

i=1

(T − λn)

�Z}»¢@Î[���0�]���0����� � K ⊆ C
�
f ∈ K [T ]¼½���]�{�<�<���<�]� � f

�]���©���
C

�+���<�E���+�<�O¾§��°��]�´�����«�_¦���Ê[�E¶E�]¦�¦��0�0�+¦�¦�� ⇔ ��� �
(f, f ′) 6= 1ª �]�������[�<�]� �h² �¥�]���+���+� � �{¦�¦r�����¬�����

f ′
�0�����0¸�°��]¦���°��T�<��� ª �_¦��+�����<�]�@���+���+������}

� ¿<�Ä�<�+�¥¼½�����+���½����¦�¦��+�Õ�����Ä ����+� � ¸�¦�¦��E�]���0���O��°��]�+���]�+� �� ��¦�¦Ô~ � ÎZ���
K = C

�
f (T ) = (T − α)

r · g (T )
�����

g (α) 6= 0
} � ¿Z�Ä�]��� ª �]¦��+���0�]�]�s����¦�� �

f ′ (T ) = r · (T − α)r−1 · g (T ) + (T − α)r · g′ (T )

= (T − α)r−1 · [r · g (T ) + (T − α) · g (T )]
︸ ︷︷ ︸

+ h (T )

�����
h (α) 6= 0

}·��� �
(f, f ′) = (T − α)

r−1 · p (T )
�����

p (α) 6= 0
}

� ¿<�
r > 1 � ��� � (f, f ′) 6= 1ÎZ���]�¹��¦�¦��E¶E�]¦�¦������+¦�¦��+�Õ�����<¾£�{°���¯�¾£¿Z�

r = 1
�]�]�{���]����¤��½��� �

(f, f ′) = 1
¡ �^¿<°����O��°����0�]�]��¢O}

� ��¦�¦>º � ÎZ���
K ⊆ R � ��� �

(f, f ′)
�_¦��+���<�¬�<��������¸��<�]�����Ä�x�+��� � �x�������{�]�@�����

K
  �

CÁÂ��°����0��� � ggT
¯3¼W���O�+°��<���]�<�«���]�<�



�+�]���0�]���¬�<���Ä¶E�]¦�¦������+¦�¦��+�

|<}»¢��x�O�������<��¦������������_�������+���W¯h�������¥���


���]���0�+¦

IV
¯�� �Æ�]�[°��¥�{�<��¾£¿<�<�O¦���°��]���Ä�x�+�]�{�]�<�+¦��

Þ � �IÑµ�»��( �������)� � ��	�� Ð ���!ß 	��)� .��-�!�Z������� � �¬���!.[Û ���O�
.{	����O�
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���������
	�������������
������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	��)�!	���µ1 � �

|<}��Z}»º � �^���_�<���0�����
(IV.3.h) � �r���������]�{¦����0��� ���_�������+���½�����

f
�x�+ ����+���<�]���0���+�����

A

f
�<�+��¤��W�0���������]�{¦����0��� ���_��� ⇔ ∃ ¼W���0���

C
�����

MC

C (fA) =

(
λ1 ∗} } }
0 λn

)

A ∈Mn (K)
�<�+��¤��W�0���������]�{¦����0��� ���_���

⇔ A
�����¥¸{�]�]¦���°��   � (

λ1 ∗} } }
0 λn

)

|<}��Z}»º � Î[�{�0 
(IV.3.9)

f
¡ �x�+ ��������]�]���0���+�����

A
¢,���O�������<�{¦������������]�{� ⇔ χ

f

¡ �x�+ ����+���<�]���0���+����� χ
A
¢> ����O¾£¸{¦�¦�������¦�¦�����¸{�]�<���

��� r���]���{��¾£���������O�+�T¿<�x���
K
}

� ⇐� χ
f (T ) =

∏

(T − λi)
¡


¦�����¢

� ⇒� ª ¦������O�����<�s�]� � Á ¸��<¦��
v1 � �����+���������0���´ ��

λ1 � A · v1 = λ1 · v1
}Ä¶E�<�Ë�x�+�0°��<�O�����x�+�¥�����

v1
���¥�]���&Î����{�]�<���O�<�]���0��� �

v1 = α1 · e1 + α2 · e2 + . . . + αn · en


 �W� α1 6= 0 ⇒ v1, e2, e3, . . . , en
���0�½¼½�{����� �Z�����x�+�

e1 =
1

α1
· v1 +

n∑

i=2

(

−αi

α1

)

· ei

¶E�]������¦�¦��+�Õ�¬���
A

���¹�]���Ä�]���]�+�¥¼W���0�����x�+��°��Z�O�+���x�+� �

T0 · A ·T−1
0 + Ã

�����x�+�

Ã =











λ1 ← α1j

α1
→

0····
0

αij −
αi

α1
· α1j











�]�Æ¾£¿<�^�]���
j
¯!���+�¥Î[�_�{¦������������

Ã
����¦�� �

Aej
=

n∑

i=1

αij · ei = α1j · e1 +
n∑

i=2

αij · ei =
α1j

α1
· v1 +

n∑

i=2

(

αij −
αi

α1
· α1j

)

ÁÂ���©���O�<��¦��0�+� �

Ã =









λ1 ∗· · · · · · ∗
0····
0

B









, χ
B =

n∏

i=2

(T − λi)

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
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�µ��� �^���[�<������� � T1 ∈
� 

(n− 1, K)
�����

T · B ·T−1 =

(
λ1 ∗} } }
0 λn−1

)

� �½����¦�� �








1 ∗· · · · · · ∗
0····
0

T1









·









λ1 ∗· · · · · · ∗
0····
0

B









·









1 ∗· · · · · · ∗
0····
0

T
−1

1









=









λ1 ∗· · · · · · · · · · · · ∗
0····
0

T1 ·B ·T−1

1









=

(
λ1 ∗} } }
0 λn

)

�&�{�����¬����¦��½¾£¿Z�
T �

T :=










1 0 · · · · · · 0

0····
0

T1










·T0, T · A ·T−1 =

(
λ1 ∗} } }
0 λn

)

|<}��Z}»º � � �O���x�+�<���<��¯
¼½�+��¦������0���{���O��Ê
¼½���¨� ���[�]�<� � A ∈Mn (K) ⇒ χ

A (T )
�����¬�]���O����� ������� �µ��¦ �[�]���±����� � �O�{�

n
}

� �O�{��� � �x�O���0� � ���]�+�¬�<���O�����0����� �Ô��¦	�[�<���±�{�]¾ �Á �+�]�Õ�����Ä�0°��]���¥���@¾§�������+�¥���0�¬�<��� ª ���3�������������]¦ � � ��}� �+�����x�+�
f (T ) = α0 + α1 · T + . . . + αn−1 · T n−1 + T n }�¶E�<�¥�]���x�

An
�]���E¾£��¦����+�<�]� � ���O� �

An =












0 · · · · · · 0 −α0

1

} } } }}} −α1

0

} } } } } } }}} }}}}}} } } } } } }
0 −αn

0 · · · 0 1 −αn−1












ÁÂ����� �{¦�� � �����x�+�]���]�L¯
¼½�+��¦��+���0�¨���O��Ê#�x�+ ��+��°��]�]� �

¼½���]�{�<�<���<�]� � χ
An

= fÁÂ���©¾£¿]�Z�O�+�¥�<�+�¥¼½�����+���½�x��� ² �]�<�<���0����� �ÎZ���
n = 2 �

A2 =

(
0 −α0

1 −α1

)

⇒ χ
A2 =

�]� �
(T ·E2 −A2) =

∣
∣
∣
∣

T α0

−1 T + α1

∣
∣
∣
∣

= T · (T + α1)− (−1 · α0) = T 2 + α1 · T + α0

Þ � �IÑµ�»��( �������)� � ��	�� Ð ���!ß 	��)� .��-�!�Z������� � �¬���!.[Û ���O�
.{	����O�
�)ß�Û "{�{�)1£${���!�!��"���$�Û $�	�� ��� �!�����



���������
	�������������
������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	��)�!	���µ1 � Ú

ÎZ���,���]�
n = 3 �

A3 =





0 0 −α0

1 0 −α1

0 1 −α2





⇒ χ
A3 =

�<���
(T ·E3 −A3) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

T 0 α0

−1 T α1

0 −1 T + α2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

¶E�]�¥�����3����°��[¦����������©�<�{°��e�<���©���O������� �x�+��¦��E�<�]��� �O�]�{¦����+� �

χ
A3 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

T 0 α0

−1 T α1

0 −1 T + α2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1.
�x�+��¦��
= T ·

∣
∣
∣
∣

T α1

−1 T + α2

∣
∣
∣
∣
+ α0 ·

∣
∣
∣
∣

−1 T
0 −1

∣
∣
∣
∣

= T ·
(
T 2 + α2 · T + α1

)
+ α0

= T 3 + α2 · T 2 + α1 · T + α0

� ¿<�
n n+1

�����]�+�s�¬���K�{�]�{¦����´�����+�����<�]�+� �����K�]�����&���0���O�����]�{���0�¬�]�{°����]� �K���O�0�0�+���'�+��¦��
�+���3�¬��°����+¦��r}
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���������
	�������������
������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	��)�!	���µ1 � �

`�a�` ced]fhg�i�jZk
(IV.4) l � g-pµg � d_k-f�zxk ��pµz�� � p � � d<i��ewxzxp��Æd ��k-j �����ed � g!k�i�zxp

|<})|<}�~ � ���]��� �� ��+�Õ�����TÈÉ���0���� ��+�¥�]�<� � �<�]���������_�<���0�¨���«��� �µ��¦ �[�]�����

� �½����¦�� � f (T ) =
n∑

i=1

αi · T i ∈ K [T ]

ª �]¾�ÈÉ�{���O��  ���]���x�+�<� �

• � �����x�������<�]� � Mn (K)←↩ K
�
α 7→

(

α 0} } }
0 α

)

= α ·E

• �������[��¿<�_¾§�]�]���+� � A + B
�
A · B

• f (A) = α0 · A0 + α1 ·A1 + . . . + αn · An = α0 ·E + α1 ·A1 + . . . + αn · An ∈Mn (K)

ª �]¾ � �<�]���������_�<���0�¨���]���x�+�<� �
• � �����x�������<�]� �h� �<� (V)←↩ K

�
α 7→ α · ��� V

• �������[��¿<�_¾§�]�]���+� � f + g
�
f ◦ g

• f (ϕ) = α0 · ϕ0 + α1 · ϕ1 + . . . + αn · ϕn = α0 ·
���

V + α1 · ϕ1 + . . . + αn · ϕn ∈ � �<� (V)

|<})|<}»º ¼½�+���0�]���+¦'¾£¿Z�Ä�]�{� � ���]�0���� ��+�¹�����¥ÈÉ�����O�� ��+�¥���¥�+��� �Ô��¦	�[�<���
ÎZ�����+�

A
���+��� �r���¹����� �

A =

(
a b
c d

)

⇒ χ
A (T ) = T 2 − (a + d) · T + (ad− bc)

ÎZ� �� ��+�������©���]�
A

��� χ
A

�+���r�]���@� �O�]�{¦����+���¬��� �
χ

A (A) = A2 − (a + d) · A + (ad− bc) · E

=

(
a2 + bc ab + bd
ca + dc cb + d2

)

−
(

a2 + ad ba + bd
ca + cd ad + d2

)

+

(
ad− bc 0

0 ad− bc

)

=

(
a2 + bc− a2 − ad + ad− bc ab + bd− ba− bd

ca + dc− ca− cd cb + d2 − ad− d2 + ad− bc

)

=

(
0 0
0 0

)

= 0 (
¶E�]¦�¦&��� �Ä���<�

)

|<})|<}�� �������x�����+���0�]�<���+�Õ¾£¿<�^�]����¼½�����+���¬�<�+�©ÎZ���0  ���¬����� � ���[¦�� ��¯ � �{����¦��0���
� ¿<�ÄÈÉ���0���� ��+�¥����¦��0�+��¾£��¦����+�]�<� �Ä�+°��]���<�O�+���+¦�� �
¡ �£¢

(f + g) (A) = f (A) + g (A)
¡ ���§¢

(f · g) (A) = f (A) · g (A)

¡ �����§¢
f (A) (x) =

(
n∑

I=0

αi · Ai

)

(x) =
n∑

I=0

αi ·Ai (x)

¶E�{�]�+ ��¥�{�]�{¦����«����¦��0�+�¹¾§��¦����+�<�]���Ä�+°��]���<�O�+���+¦���¾£¿<� � �]�]���������]�]�������+� �
×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
"{�{(��IÓ�Ú+Û{Ü "{���<Ó�Ý Ý{2 Þ � �
	E���{����������� � +�{� �&Û��,� +��	 �1�µ���¬�����
���



/+	0���
	����1 � Ý ×[���{	0���!	 Ï ��(�	 Ð �3��r1'�I���
�)	 � "��{(

¡ �£¢
(f + g) (ϕ) = f (ϕ) + g (ϕ)

¡ ���§¢
(f · g) (ϕ) = f (ϕ) ◦ g (ϕ) = g (ϕ) ◦ f (ϕ)

�


�����Æ�<�0�{�0���[���0¸�� �

¡ �����§¢
f (ϕ) (x) =

(
n∑

I=0

αi · Ai

)

(ϕ) =

n∑

I=0

αi ·Ai (ϕ)

|<})|<})| ÎZ���� 
(IV.4.1) � Î[�{�0 ´����� � � �[¦�� ��¯ � �{����¦������

� �½����¦�� �
χ

A (A) = 0, χ
ϕ (ϕ) = 0¼½� �W����� � Á �{�¬�����¬ ��T  �+������� �

� ¿<� χ
ϕ (ϕ) =

n∑

i=0

αi · ϕi ����¦�� � (χϕ (ϕ)
)
(v) = 0 ∀v ∈ V

ÎZ��� χ
ϕ = T n + αn−1 · T n−1 + . . . + α1 · T + α0

}
¶E�]�¥���0� ∀v ∈ V

  �¥ ��+�����+� �
ϕn (v) + αn−1 · ϕn−1 (v) + . . . + α1 · ϕ (v) + α0 ·

���
V (v) = 0

ÁÂ���´���]�O�+°��]�+�e���e�]���+���+� � �{¦�¦����<°������� �����<���
�
�<�]����� �O���+¦�¦��+�T¦����]�+���O��� ª �_�<¸��<���������+���&�<���

�������0�����+�¥���
V (v) , ϕ (v) , . . . , ϕn−1 (v) , ϕn (v)�

}
ÎZ���

v ∈ V
���+�����x�+�x}

¼½� �0�O�{°����0�
U =

〈
v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕk−1 (v) , ϕk (v)

〉 �I�]���
(U) = k + 1 ≤ n

}
¼½���]�{�<�<���<�]� � k

�����¬�<���������]������¦��
l
�¨���

ϕk+1 (v) ∈
〈
ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕl (v)

〉

¼½���]�{�<�<���<�]� � U
���0�

ϕ
¯
�����{�{�����{��� �

ϕ (U) =
〈
ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕk (v) , ϕk+1 (v)

〉

�]�
ϕk+1 (v) ∈ U

}
¶E�{°�� r���¨���

(IV.3.5)
����¦�� �

χ
ϕ (T ) = χ

ϕ|
U

(T ) · g (T ) ⇒ χ
ϕ (ϕ) = χ

ϕ|
U

(ϕ) ◦ g (ϕ) = g (ϕ) ◦χϕ|
U

(ϕ)

ª ���W���]�]�<�]�«�{�]¾
v
¦����+¾£� ��� �

χ
ϕ (ϕ) (v) = g (ϕ)

(χ
ϕ|

U
(ϕ) (v)

)

¶E�]�Õ�r����°��Z�O�+���r���Õ�����
ϕ|

U

�����]���©¼W�{�����
v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕk (v)

�����
U

¡ ² �<���������{�Æ�
k + 1�������0�����+�I¢ �

v → ϕ (v) , ϕ (v)→ ϕ2 (v) , . . . , ϕk−1 (v)→ ϕk (v) , ϕk (v)→ ϕk+1 (v) = α0·v+α1·ϕ (v)+. . .+αk·ϕk (v)

�&�{�����¬���O�����<�¬�0��°��¥¾§¿<�Ä�]���´�x�+��°��Z�O�+���x�+�]�<�EÈ �����O��Ê �

M (ϕ|
U

) =












0 . . . . . . 0 +α0

1

} } } }}}
+α1

0

} } } } } } }}} }}}}}} } } } } } }
0 +αk−1

0 . . . 0 1 +αk
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���������
	�������������
������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	��)�!	���µ1 � 2

�&���+�©����¦�¦��0�Í�<�]�©�{��<��� � �����x�+�]���]�L¯3¼W�+��¦��+�����������O��Ê@���O���]�]� �O�r}^Î[�������½���+�<�]�+�T�����&�<�{�^°��<�+¯
�O�����0���O���0�0���0°��]� �µ��¦ �[�]��� �

χ
ϕ|

U
(T ) = −α0 − α1 · T − . . .− αk · T k + T k+1

⇒ χ
ϕ|

U
(ϕ) = −α0 · idV − α1 · ϕ− . . .− αk · ϕk + ϕk+1

ª ���W���]�]�<�]�«�{�]¾
v
¦����+¾£� ��� �

χ
ϕ|

U
(ϕ) (v) = −α0 · v − α1 · ϕ (v)− . . .− αk · ϕk (v) + ϕk+1 (v) = 0

�&�{�����¬¾£��¦���� � χ
ϕ (ϕ) (v) = g (ϕ) (0) = 0

|<})|<}�� �&���]�]���������
(IV.4.a) � ÈÉ���]���¨�{¦��x��¦ �[�]��� � mA (T ) , mϕ (T )

mA (T )
�x�+ ����+���]�<���0���+�����

mϕ (T )
�<�+��¤[�+� ÈÉ���<�����{¦��r��¦	�[�<��� �����

A
�r��  ���+���]�<�����W�����0�

ϕ
�

���+�]�
mA (T )

�r��  ���+���]�<�����W�����0�
mϕ (T )

�+���@�<���O���������0�+� �µ��¦ �[�]��� �����C�[¦������<�0�0�+� � �O�{������� �
�]��¤

A
�r��  ���+���]�<�����W�����0�

ϕ
 ��<�Ä¶E�<¦�¦��0�0�+¦�¦��^�]��� }

|<})|<}�� ÎZ���� 
(IV.4.2)

�&�{�´ÈÉ���]������¦��x��¦ �[�]���±���0�^�+���]�<�+�<�0�����x�+�0�0���¨�Í�¬�<�]��0�+��¦�� � �+�<�+� �µ��¦ �[�]���¥�,�<�{¤
A

�x�+ ���� ¯
���]�<�����W�����0�

ϕ
 ��<�Ä¶E�]¦�¦�������¦�¦��&�<�{��}

� ¿<�Ä�<�+�¥¼½�����+��� � m := mAÎZ���
f
�+��� �Ô��¦	�[�<��� �����

f (A) = 0
�]�<�E���+�

f = q·m+r
�������x�+�

r = 0
�[�]� �����O�{�

(r) �
�������

(m)
}

ª ���W���]�]�<�]�«�{�]¾
A

¦����+¾£� ��� �
⇒ f (A)

︸ ︷︷ ︸

= 0

= q (A) · m (A)
︸ ︷︷ ︸

= 0

+ r (A) ⇒ r (A) = 0

¶E�{°��T�]���Ä�^���_�<���0�����¹�<�+��ÈÉ���<�����{¦��x��¦	�[�<�����·¾£��¦���� � r = 0
�_�<�����<�+��¤�� � m| f }

� �½¾£��¦����½���<°��¥���+���0��� � �&�{��ÈÉ���<�����{¦��x��¦	�[�<��� ���0�½�+���]�]���<�0���Z}

|<})|<}�� ÎZ���� 
(IV.4.3)

�&�{��ÈÉ���<�����{¦��r��¦	�[�<��� �����>�+�����,�+��¦�� �Ô�<�+�>°��<�{���{���0���O���0�0����°��<�+� �µ��¦ �[�]�����Y�]�<�E�]�����]���+����¦��x�+�
�����O�+�<�] ����]¦��+� � �����0���O�+�¥�����E¦����� ��0���O�+��}
ª �]�������[�<�]� � ² � C � � ���������W� ����������]� ���+�]�{� �<���¶E�]¦�¦������+¦�¦��+�#�����

mϕ
} ¼W�����+���¨�����+�<�

(4.4.14)
}

|<})|<}�� ¼½�+���0�]���+¦��&¾§¿<�ÄÈÉ���<�����{¦��x��¦	�[�<��� �<�]�¥°��<���O������������������°��<�+� �Ô��¦	�[�<���
~�}»¢&Î[�+�

A
���+�����x�+�¹�¨���

A = En =

(

1 0} } }
0 1

)

⇒ χ
A (T ) = (T − 1)n

mA
���0���<���½�]�����¨�������0�+� �Ô��¦	�[�<��� �[¦������<�0�0�+� � �O�{�]�����¨���

En
��¦��¬¶E�<¦�¦��0�0�+¦�¦���}

ÎZ���
f (T ) = (T − 1)

�
f (En) = (En −En) = 0 ⇒ mEn

= (T − 1)

º[}»¢@Î[�+�����
α, β ∈ R

�]�����r���
α 6= β

�I�]�<�¥���+�
A

���+�����x�+�������
A =

(
α 0
0 β

)

⇒ χ
A (T ) = (T − α) · (T − β)
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/+	0���
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�)	 � "��{(

¶E�]�¥����¦��W�+�¬�<���+�YÈ ����¦���°��<���+��������¾£¿<�Ä�<���������]������¦�� �Ô��¦	�[�<��� �
¡ �£¢

mA = (T − α)
¡ ���§¢

mA = (T − β)
¡ �����§¢

mA = χ
A

� �h����¦�� � � ¿<� mA = (T − α)
�s¿Z¤����Ì¾£��¦����+�

0 = A−α ·E ¯��]���+�·���0�·¾£�{¦��0°��r} ª �<�{¦����E���O�]�{¦������
�����Ä�+���<�+�ÕÁ ���<���O�0�<�O�]°��¥¾£¿<�

mA = (T − β)

⇒ mA = χ
A

�Z}»¢@Î[�+�
A

���������x�+�Õ�¨���
A =

(
1 1
0 1

)

⇒ χ
A (T ) = (T − 1)

2

¶E�]�¥����¦��W�+�¬ ��W���YÈ ����¦���°��<���+�����+�¹¾£¿<�Ä�]�{�������]���¨�{¦�� �µ��¦ �[�]��� �
¡ �£¢

mA = (T − 1)
¡ ���§¢

mA = χ
A

�&�
mA = (T − 1)

�+���]�+�¹Á ���<���O�0�<�O�]°��¥¦����+¾£����� ¡ �����E���x�+�I¢K¾£��¦���� � mA = χ
A|<}»¢@Î[�+�

A
���������x�+�Õ�¨���

A =












0 . . . . . . 0 −α0

1

} } } }}} −α1

0

} } } } } } }}} }}}}}} } } } } } }
0 −αn

0 . . . 0 1 −αn−1












� ¿<�Ä�<��� � �O���x�+�<���<��¯
¼½�+��¦������0���{���O��Ê@���0�½�]�{��°��]���O�����0���O���0�0���0°��]� �Ô��¦	�[�<��� �x���{�{�]��� �
χ

A (T ) = T n + αn−1 · T n−1 + . . . + α1 · T + α0

�������
(m) = n

} x���Z�
0 = Ak + βk−1 ·Ak−1 + . . . + A · β1 + β0

�
k < n

¾§��¦���� �
e1, A · e1 = e2, A

2 · e1 = e3, . . . , A
k · e1 = ek+1

ÁÂ���]�����0�]���]°��x�_�]�Æ�����©¦����]�+���O� ª �_�<¸��<���������+�������O�<��¦��0�+� ⇒ mA = χ
A

|<})|<}�� �������x�+�������[�]�]���+�¹ ��]�±¼½� �W�����������ËÎZ���� 
(IV.4.3)

�x�Z� � �O���]�<���O�]�<� � U < V
�
U

�����
ϕ
¯
�����{���O���{��� � ϕ (U) < U

¡ ª �]°�� � ⇒ χ
ϕ (T ) = χ

ϕ|
U

(T ) · g (T )
¢

� �O�<�]� � ¼½¦��Z°0�[�0���O�<���0�<�^�]��� �x�O�{�]��¾§���O�����������<�������0����Ê �

MA

A (ϕ) =







A B

0 C
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���������
	�������������
������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	��)�!	���µ1 � �

|<})|<}�~�� x�+�����
(IV.4.4)

ÎZ���
V = U⊕W

�]�<�
U,W

�0�+�����
ϕ
¯3�����{���O���{����}K�&�{�]�¥����¦�� �

¡ �£¢
mϕ (T ) =

�[� � (
mϕ|

U
,mϕ|

W

)

¡ ���§¢ χ
ϕ (T ) = χ

ϕ|
U

(T ) ·χϕ|
W

(T )

¼½� �W�����½�����
(ii) � ��°��<���¥����¦��+�<����� } �x�Z� � �O���]�]� �O�]�<�@���



�<�O �¾£����� �ÁÂ¸{�]¦��¨¼½�{�����

A = {u1, . . . , ur, w1, . . . , ws}
�����x�+�

u1, . . . , ur ∈ U
�<�]�

w1, . . . , ws ∈ W
}¹�&���

�x�+��°��<�O�+���x�+�]�<�EÈÉ�{���O��Ê¹�<����¼½¦��[°��[�0���O�<���0�<� �

MA

A (ϕ) =







A 0

0 B







⇒ ¼½���]�{�<�<���<�]�<}
¼½� �W�����½�����

(i) �
² �À� �O�0�0�+�TÎ[°��<�O�����©  �¥ ��+�����+� � �[� � (

mϕ|
U

, mϕ|
W

)∣
∣ f

f (ϕ)
�x�+�]�+�Z��� � �

f (T ) =
n∑

i=0

αi · T i ⇒ f (ϕ) =
n∑

i=0

αi · ϕi

�x�<�]�+�Ö����¦�� � f (ϕ) (v) = 0 ∀v ∈ V
}

¶E�]����¸{�]¦��+�¹�¬���
v = u ∈ U

} � ���<�����0  ���¹�����
u
¦����+¾£����� �

f (ϕ) (u) =

(
n∑

i=0

αi · ϕi

)

(u) =
n∑

i=0

αi · ϕi (u) =
n∑

i=0

αi · (ϕ|
U

)i (u) = f (ϕ|
U

) = 0 ∀u ∈ U

⇒ mϕ|
U

∣
∣ f

}
ª �]�{¦����@���O�<�{¦��0�+�������Ä¾£¿<�

v = w ∈W � mϕ|
W

∣
∣ f�&�{�����¬¾£��¦����¬�]���E¼½���]�{�<�<���<�]� � �[� � (

mϕ|
U
,mϕ|

W

)∣
∣ f

² �À ����+�����+�¥ÎZ°��Z�O�������_¦��+���]�½  �¥ ��+�����+� � g =
�[� � (

mϕ|
U

,mϕ|
W

)
⇒ g (ϕ) = 0¶E�{°�� ���������<���0���� ��]�<� �

g (T ) = mϕ|
U
· h (T ) = h (T ) ·mϕ|

U
(T )

Á �+�]�<�+�¹�����Ä���]�
g
�{�]¾µ�]�+� � �]�<���������_�]�����Æ�]�

ϕ
�{�x�I���@¾§��¦���� �

g (ϕ) = h (ϕ) ◦mϕ|
U

(ϕ)

ÎZ� �� ��+�������©���]�
u ∈ U

�+���r�]���@�����]�{¦��0�+������� �
g (ϕ) (u) = h (ϕ)

(
mϕ|

U
(ϕ) (u)

)
= h (ϕ)

(
mϕ|

U
(ϕ|

U
) (u)

)
= h (ϕ) (0) = 0

¼½�����<��� � g (ϕ) (u) = 0
¾£¿<�

u ∈ Uª �]�{¦����@ ��Ë ��+�����+� � g (ϕ) (w) = 0
¾§¿<�

w ∈W�&�{�����¬¾£��¦����¬�{�]���<�+�Ö���O�0�0�+���<�]�¥ ����+���0�+�ËÎ[°��<�O����� � mϕ =
�[� � (

mϕ|
U
,mϕ|

W

)

⇒ g (ϕ) (u + w) = 0 ∀u ∈ U, ∀w ∈W ⇒ g (ϕ) = 0
�<�]�

V = U⊕W

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
"{�{(��IÓ�Ú+Û{Ü "{���<Ó�Ý Ý{2 Þ � �
	E���{����������� � +�{� �&Û��,� +��	 �1�µ���¬�����
���



/+	0���
	����1 � � ×[���{	0���!	 Ï ��(�	 Ð �3��r1'�I���
�)	 � "��{(

|<})|<}�~�~ ¼W�+�����_���+¦v� ª �����+�]�<�]�<���+�
ÎZ���

V = R3 �<�]�¥�0�+�
A

���������x�+�Õ�¨���

A =





2 0 0
0 3 4
0 5 6



 +








A0 0 0

0
0

B








� �h¾£��¦���� � A ·e1 = 2 ·e1 ⇒ U = 〈e1〉
���0�

A
¯
�����{���O���{��� ¡

U
���0�·���@�<���+�0�+� � ��¦�¦]�<���

x1
¯ ª °��]����¢

�x�<�]�+�Ö����¦�� �
A · e2 = 3 · e2 + 5 · e3, A · e3 = 4 · e2 + 6 · e3

⇒ W = 〈e2, e3〉
���0�

A
¯
�����{���O���]��� ¡

W
�����¬���¥�]���+���+� � �{¦�¦r�]���

(x2, x3)
¯ � �r���]�{¢

x3

x2

x1

U

W

ÏµÐ{Ð ����${"{�{(����1 � �
U

"{��$
W

���
R3

⇒ V = U⊕W
�����

A
¯
�����{�{�����{���0�^�<���O� ����� �x� �O¦������]�<�<} � ¿<�W�]�{��°��<���O�����0�O���0�0����°��<� �µ��¦ �[�]���

�����
A

����¦�� �
χ

A (T ) = (T − 2) ·χB (T )

= (T − 2) ·
(
T 2 − 9T − 2

)

= (T − 2) ·
(

T − 9

2
+

√

89

4

)

·
(

T − 9

2
−
√

89

4

)

¶E�]������¦�¦��+�Õ�¬���Ä�]�{��ÈÉ���]���¨�{¦��x��¦ �[�]���C�����
A

�r���0�0�������+�r} � �¬����¦�� �
mA (T ) =

�[� �
(mA0 (T ) ,mB (T ))

� ¿<�
A0

����¦�� �
A0 = (2) = 2 · E ⇒ mA0 (T ) = (T − 2)¶E�]�¥�Æ¿]�0���+�������^�<�[°��
mB (T )

�r���0�0�������+�r} � ������  �¥ ����+� ���������]°��]� �
¡ ~{¢ ¡ ��°��]¦��+°����0����¢ ���������]°�� � ª �]���+�]���¨���+� �

• ���O�{�
(mB (T )) = 1 ⇒ B − α ·E = 0

¡ � �x�+�]�0��°�����¦���°��¥¾£�{¦��0°��I¢
• ���O�{�

(mB (T )) = 2 ⇒ mB (T ) = T 2 + α · T + β ⇒ B2 + α · B + β · E = 0ÁÂ���h� �O�]�{¦����+�Í�+��� � ¦�����°����<�]�����
�[������� ¾£¿Z�
α
�]�<�

β
���]��¤&�����Ô�s¿]�<���{� ���<�0�O��°��]�<�+�

�s¿<���0�+�r}
¡ º�¢ ¡ ¾£�<�]�]�������0����¢������O�0�]°�� � ÁÂ���E�¬���0���+� � mB (T )|χB (T ) ⇒ mB (T ) = (T − α)

�Z�<���
mB (T ) = χ

B (T )ª ¦���� � mA =
�[� � (

T − 2,χB

)
= (T − 2) ·χB

¡ �<�´���s�]���+���+� � �{¦�¦
(T − 2)

�]�<� χ
B

���+���<�
���+���+���]���{���+�«¶E�<¦�¦��0�0�+¦�¦��+�¨�]���x�+�_¢

⇒ χ
A (T ) = (T − 2) ·

(
T 2 − 9T − 2

)

= T 3 − 9T 2 − 2T 2 + 18T − 2T + 4

= T 3 − 11T 2 + 16T + 4

Þ � �
	E�)���)������������������´Û��,� +�)	  1�µ���¬�)�)�!� � .��-�!�Z������� � �¬���!.[Û ���O�
.{	����O�
�)ß�Û "{�{�)1£${���!�!��"���$�Û $�	�� ��� �!�����



���������
	�������������
������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	��)�!	���µ1 � �

¶E�]������¦�¦��+�Õ�¬���Ä�]���
A
¯ ² �������{�0�+�������

v = (1, 1, 0)
�x�����O�{°����0�+�r} � �½����¦�� �

A · v =





2 0 0
0 3 4
0 5 6



 ·





1
1
0





= (2, 3, 5)

A2 · v = A · (A · v)

=





2 0 0
0 3 4
0 5 6



 ·





2
3
5





= (4, 29, 45)

¼½���]�{�<�<���<�]� � (v, A · v, A2 · v
) ���0�¬¼W�{�����¬�]�+�

R3

ª ¦��¬¼W�����+���½�O�+°��<�]�+���¬���Ä�]��� �^�{�]�s�]���Ä¾£��¦����+�]�<�+��ÈÉ���0�O��ÊÕ���<� �
�O� (

v, A · v, A2 · v
)

=
�O�




1 2 4
1 3 29
0 5 35



 = 3

¼½����°��Z�O�+���_�]�<�s�����
A

�����<���������©¼W���0��� �� ¿<�T�<������O�0�0�+� �x�+���]��� Î��_�{¦��0�+� ����¦�� � A (v) = (0, 1, 0)
�]�]�

A (A · v) = (0, 0, 1)
} �&�{�����

���O�<�{¦��0�+������� �
MA

A (A) =





0 0 ?
1 0 ?
0 1 ?





¶E�]� �s¿<���0�+� �����s�<�Z°�� �]���¨�<�O���0�0�¥Î��_�{¦����¨�r� �O�+°��<�]�+�x} � ������  � �s¿<���+� �����@�<���¨¾£��¦����+�]�<�
� ¦��+��°����]�]�«¦	���0�+� �

A
(
A2 · v

)
= α · v + β ·A · v + γ · A2 · v

� �����O ���� ���]�]���������© ����+�YÈÉ���0�]�[�]�����{���W���]�]��� �
¡ ~{¢ÆÈÉ���0�]�[�<� � Á ���©¦	���0�+���]�{��¦����<�+���O� � ¦��+��°����]�]�������[�0�0�+� ¾£¿<�

α, β, γ
}

¡ º�¢ÆÈÉ���0�]�[�<� � �·�������+�]�<�]�<�@�����
mA

�[�]��� χ
A

�<�]� � � �[¦�� ��¯ � �{����¦������ �
A3 − 11A2 + 16A + 4E = 0

Î[���0  �+�Õ�����Ä���<�
v
�����x�_���s���O�]�{¦������

A3 · v − 11A2 · v + 16A · v + 4E · v = 0

¶E�<�Õ¦	���0�+�«�����¬�]�{°��
A ·
(
A2 · v

)
= A3 · v �{�]¾,�]�]�¨���O�<�{¦��0�+�¹�������&���O������¦�¦��]�<�Í�����

A3 · v�����<���Ä¼½�{�����½�����
A �

A3 · v = 11A2 · v − 16A · v − 4E · v
�&�{�����¬���O�<�{¦��0�+�¹�����Ä�]�<�����O�E���]�]��¿]¦�������� �r�O�{�]�0¾£�����¨���0�����]�0�¨�����O��Ê �

MA

A (A) =





0 0 −4
1 0 −16
0 1 11



 = T · A ·T−1

�&���+�¬���0�½�]��� � �����x�+�]���]�L¯3¼W�+��¦��+�����������O��ÊÆ����� χ
A

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
"{�{(��IÓ�Ú+Û{Ü "{���<Ó�Ý Ý{2 Þ � �
	E���{����������� � +�{� �&Û��,� +��	 �1�µ���¬�����
���



/+	0���
	����1 � � ×[���{	0���!	 Ï ��(�	 Ð �3��r1'�I���
�)	 � "��{(

|<})|<}�~{º x�+�����
(IV.4.5)

ÎZ���
mϕ = pk � p

�������+�]�<  ���x�+¦ ⇒ χ
ϕ = pl �����

k ≤ l¼½� �W����� �ª �]�����]�������+� χ
ϕ
�����W���+���]� �µ���0�+�] Ä�����

p
�<���3��� χ = pl · pl2

2 · . . . · plr
r

�����x�+�
pi

�����O�+�<�] ����x�+¦
�]�<�

li ≥ 1
�
r ≥ 2

}
ª ¦��0� � χ

ϕ = pl · g �����½��� � (
pl, g

)
= 1

¾§¿<�
g 6= 1

¡
g
�����¬�������<�



���]�0�0�{������¢

�&�{�<�¥¾£��¦������<�{°�� r�+�����
(IV.4.6) � V = 


���O� (
pl (ϕ)

)

︸ ︷︷ ︸

+ U

⊕ 

���O�

(g (ϕ))
︸ ︷︷ ︸

+W�&���ÍÎZ�<���¨�{�<�]�+�¨�����]�
ϕ
¯
�����{���O���{��� ⇒ m =

�[� � (
mϕ|

U
,mϕ|

W

)

ª �]¾
U � pl (ϕ) = 0 ⇒ mϕ|

U

∣
∣ pl ⇒ mϕ|

U
= pr′ �����

r′ ≤ r
ª �]¾

W � mϕ|
W

∣
∣ g =

(

pl2
2 · . . . · plr

r

)

⇒ mϕ|
U

= p
l′2
2 · . . . · p

l′r
r

�����
l′i ≤ liª �]�����]�������+� � ��¦�¦�� l′i = 0 ⇒ mϕ|

U
= 1 ⇒ W = {0}�&���+�¬���0�WÁÂ���]���O���]�O�<°��¥ �� χ

ϕ = pl · g ¾§¿<�
g 6= 1

}
ÎZ������� � Á �+�<�����0�0�+�]�W�+���

li 6= 0 ⇒ mϕ =
�[� � (

mϕ|
U
,mϕ|

W

)
6= p

¯ �µ���0�+�< 

|<})|<}�~ � x�+�����
(IV.4.6) � �'���O¦��+���<�]���0¦����¨���

ÎZ���
f (ϕ) = 0

�
f = g · h �h��� � (g, h) = 1

¡
g
�<�]�

h
�<�{�x�+� �+���]� �,�+��¦�� �O¾§�O�+���<���'���O¦��+���<�]��¢O}

�&�{�<�¥¾£��¦���� �
¡ �£¢



� �O�

(g (ϕ))
�<�]�



�����

(h (ϕ))
�����]�

ϕ
¯
�����{���O���{�����nÃ&���0������¸��<���

¡ ���§¢
V = 


���O�
(g (ϕ))

︸ ︷︷ ︸

+ U

⊕ 

�����

(h (ϕ))
︸ ︷︷ ︸

+W

¼½� �W����� �
�x�

(i) � g (ϕ)
���0� � �]�<���������_�]�����Æ�]�����{¦��0�



���O�

(g (ϕ)) < V
}

¼½¦��+���]�½  �¥ ��+�����+� �·² ���{���O���{�<  � ϕ ( 

� �O�

(g (ϕ))) ⊆ 

� �O�

(g (ϕ))ÎZ���
g (ϕ) (v) = 0

} �x�¥ ��+�����+� � g (ϕ) (ϕ (v)) = 0ÎZ���
g =

∑

i

ai · T i ⇒ g (ϕ) =
∑

i

ai · ϕi

h (T ) = T
¦����+¾£� ��� � h (ϕ) = ϕ

}
�&�{���<�+��¤�� � Á ���©�<�{�x�+�

(g (ϕ) ◦ h (ϕ)) (v) = 0
 ��¥  �+�������r}

� ¿<� � �]�]���������]�]�������+������¦�� � g (ϕ) ◦ h (ϕ) = (g · h) (ϕ) = (h · g) (ϕ) = h (ϕ) ◦ g (ϕ)�&�{����� � g (ϕ) (ϕ (v)) = g (ϕ) (h (ϕ) (v)) = h (ϕ) (g (ϕ) (v)) = ϕ (g (ϕ) (v)) = ϕ (0) = 0
�x�

(ii) � ª �<����� �
(g, h) = 1

¾£��¦����¬�]�{°��T�<�+�Ö�������+�����������+� � �<�[¦����<���0°��]��� ª ¦������O�����<�s�]� �
1 = g1 · g + h1 · h ⇒ ���

= g1 (ϕ) ◦ g (ϕ) + h1 (ϕ) ◦ h (ϕ)

ÁÂ��������¦�¦��+�¹ ����+�Y�^���<���E ��+�����+� �
¡ ~{¢



� �O�

(g (ϕ)) ∩ 

���O�

(h (ϕ)) = 0

¡ º�¢
V = 


���O�
(g (ϕ)) + 


���O�
(h (ϕ))

Þ � �
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���������
	�������������
������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	��)�!	���µ1 � Ú

�x�
(1) � Î[�+�

v ∈ 

���O�

(g (ϕ)) ∩ 

� �O�

(h (ϕ))
}

¶E�{°��T���
= g1 (ϕ) ◦ g (ϕ) + h1 (ϕ) ◦ h (ϕ)

¾£��¦���� �
v =

���
(v) = g1 (ϕ) (g (ϕ) (v))

︸ ︷︷ ︸

= 0

+ h1 (ϕ) (h (ϕ) (v))
︸ ︷︷ ︸

= 0

= g1 (ϕ) (0) + h1 (ϕ) (0) = 0

�x�
(2) � � �������x�+�

v ∈ V
}K�^�{�]�¥����¦�� �

���
= g1 (ϕ) ◦ g (ϕ) + h1 (ϕ) ◦ h (ϕ) = g (ϕ) ◦ g1 (ϕ) + h (ϕ) ◦ h1 (ϕ)

� �½¾£��¦���� �
v = g (ϕ) (g1 (ϕ) (v))

︸ ︷︷ ︸

∈ 

�����

(h (ϕ))

+ h (ϕ) (h1 (ϕ) (v))
︸ ︷︷ ︸

∈ 

� �O�

(g (ϕ))
¶E�]�¥�0���0  �+�Õ�����Ä ��<���������+���<¾£�{°����]�<�

x := g1 (ϕ) (v)
�<�]�����+�]�<�+�

h
�{�r}hÁÂ���©� �O�]�{¦����+� �

h (ϕ) (g (ϕ) (x)) = [h (ϕ) ◦ g (ϕ)] (x) = [(h · g) (ϕ)] (x) = f (ϕ) (x)
(∗)
= 0

ª �]�������[�<�]� � (∗) ¶E�{°������������<���0���� ��]�<� � f (ϕ) (x) = 0 ⇒ g (ϕ) (g1 (ϕ) (v)) ∈ 

���O�

(h (ϕ))ª �]�{¦����@���O�<�{¦��0�+������� � h (ϕ) (h1 (ϕ) (v)) ∈ 

���O�

(g (ϕ))ÁÂ��°����0��� � g (ϕ|
U

) = 0
�
h (ϕ|

W
) = 0

|<})|<}�~+| ¼W�����+���W�����ËÎZ���� 
(IV.4.3)

ÁÂ���Õ�<��°����Æ�{�<�]���O�Í ��X�����W�����0�+� ¾£��¦����n�<���@¼W�����+���E���<�Æ�<�+� r���¨�����0�
(IV.4.4)

�
(IV.4.5)

�
(IV.4.6)

}
ÎZ���

mϕ = pr1
1 · pr2

2 · . . . · prn
n

�<��� �'���O¦��+���<�]�@���������O�+�<�] ����]¦�� � ���������O�+�x}
�&�

mϕ (ϕ) = 0
�
mϕ = pr1

1 · pr2
2 · . . . · prn

n
︸ ︷︷ ︸

+ h

���0���_¾£��¦���� �

V = 

���O�

(pr1
1 (ϕ))⊕ 


���O�
(h (ϕ)) =: U + W

pr1
1 (ϕ|

U
) = 0

�
h (ϕ|

W
) = 0

�
ϕ
¯
�����{���O���{����� �x� �O¦������]�<�<}

Á �+��������� ª �����+�<�]�]�<�@����� r���¨���
(IV.4.6)

¦�����¾£�����½�+���<�
ϕ
¯3�����{���O�������0� �x���O¦��+���]�]�Æ�����

V �

V =

n⊕

i=1



���O�

(pri

i (ϕ))
︸ ︷︷ ︸

+Ui

, pri

i

(
ϕ|

Ui

)
= 0

⇒ mϕ|
Ui

= psi

i

�
si ≤ ri

¡ ���������
si = ri

¢�} ª �]�
(IV.4.5)

¾§��¦����
(ri ≤ ti) �

χ
ϕ|

Ui
= pti

i

(IV.4.4)
⇒ χ

ϕ =
∏

χ
ϕ|

Ui
=

n∏

i=1

pti

i

�x�+�
mϕ =

n∏

i=1

pri

i

�&�{�����
χ

ϕ =

l∏

i=1

pri

i ⇒
l∏

i=1

pi

∣
∣
∣
∣
∣
mϕ

�]�]� l∏

i=1

pi

∣
∣
∣
∣
∣

χ
ϕ

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
"{�{(��IÓ�Ú+Û{Ü "{���<Ó�Ý Ý{2 Þ � �
	E���{����������� � +�{� �&Û��,� +��	 �1�µ���¬�����
���



/+	0���
	����1 � � ×[���{	0���!	 Ï ��(�	 Ð �3��r1'�I���
�)	 � "��{(

|<})|<}�~ � �������x�+�������[�<�]�����¹ ��]�±¼½�����+���½�����ËÎZ���0 
(IV.4.7)

m
����� �·�O�[�<�<���Ä��������°��<���+�<�+�]� � r���]�+���O¾§�{���0�����+� ⇔ ϕ

¡ �x�+  ���+���<�]�������+���0�
A
¢��]���{�����]�{¦�� ¯

���������]���+}
¼½� �W����� �
� ⇒� m =

n∏

i=1

(T − λi)
}�¶E�{°��¥�<�+�Ö�����O�����+� x�+�����Í¾§��¦���� �

V =
n⊕

i=1



� �O�

(ϕ− λi ·
���

) =
n⊕

i=1

� ��� (ϕ, λi)

ª ¦��0�@�����
ϕ

�]���������<��¦������������_���+}
� ⇐� ϕ

�����¬�]���{�����]�{¦������������]���+} � �¬¾£��¦���� �

V =
n⊕

i=1

� ��� (ϕ, λi) , ϕ ( � ��� (ϕ, λ)) ⊆ � ��� (ϕ, λ)

¶E�{°��T�]�+�¹���_������� r���¨�����0�Í¾§��¦���� �
m =

�[� � (
. . . , mϕ| ��� � (...,...)

, . . .
)

: ϕ| �
��� (...,...) : ϕ (v) = λ · v ⇒ ϕ| �

��� (...,...) = T − λ

ª ¦��0� � m =

n∏

i=1

(T − λi)

|<})|<}�~ � ¼W�+�����_���+¦x  �ËÎ[�{�0 
(IV.4.7)

¼½���0�0�������^�{¦�¦��
A ∈M2 (R)

�����
A3 = E

}
ÁÂ���Æ�¬���0���+� � A3 = E ⇒ A

���0�n¶E�<¦�¦��0�0�+¦�¦��s�����
T 3 − 1 ⇒ m|T 3 − 1

} ª �<¤[���O�<�+�
�������0�+�Õ����� � ���O�{�

(m) ≤ 2
}

ÁÂ����� ���]�<�+�
T 3 − 1

���+���0���©  � �O¦������+� �
T 3 − 1 = (T − 1) ·

(
T 2 + T + 1

)

�����x�+� (
T 2 + T + 1

) �����O���]�] ����r��¦�¿Z�x���
R
} �^�{�¨���n�x�+�0�0�+�]���X ����+�WÈ ����¦���°��Z�������0�+�É¾£¿<���<�{�

ÈÉ���<�����{¦��r��¦	�[�<��� �
¡ �£¢

m = T − 1
¡ �]�{���<�+��¤�� � A = E

¢
¡ ���§¢

m = T 2 + T + 1

¼½���¨� ���[�]�<� � m = T 2 + T + 1 ⇒ A3 = Eª ¦�¦����+���+��������¦�� �
m = T k + α1 · T k−1 + . . . + αk ⇒ Ak + α1 ·Ak−1 + . . . + αk ·E = 0

⇒ ∀v : Ak · v = −αk · v − αk−1 ·A · v − . . .− α1 · Ak−1 · v
� �����©���¹�]���+���+� � �{¦�¦ � A2 · v + A · v + E · v = 0 ∀v ∈ R2 }
ª �]�����]�������+�«�����Ä�]¸��0�0�+�

v
�����

(v, A · v)
¼W�{�����½�����

R2 } ² �¥�]���+��� �©¼½�{����� �

fA ↔
(

0 −1
1 −1

) { � �O���x�+�]���]�
¼½�+��¦��+���0�¨�����O��Ê

Þ � �
	E�)���)������������������´Û��,� +�)	  1�µ���¬�)�)�!� � .��-�!�Z������� � �¬���!.[Û ���O�
.{	����O�
�)ß�Û "{�{�)1£${���!�!��"���$�Û $�	�� ��� �!�����



���������
	�������������
������	������ �!�#"���$&%'�)( 	��+*,	��!�-�!.�	����
��	 /+	��)�!	���µ1 � �

Ã&���0���^�]���+��� � ª �<�]�{�]���´����¦�� �
S · A · S−1 =

(
0 −1
1 −1

)

, S ∈ � 
(2, R)



���]�<�+�������©����¦�°��<�

v
�_�]�<�+� � � ��� � �+�<�+� v

�]�<��¦��+��°���¶E�]¦�¦r�]��¤�� }
ÎZ���]���Ô�x�+�

v 6= 0 � A ·v = λ ·v ⇒ T − λ|χA ⇒ T − λ|m }h�^�����h���0�Ô�+���nÁÂ���]�����0�]���]°��x�
�]�

m
���+���<�E�O�+�+¦�¦��&¶E�]¦�¦������+¦�¦��&�]����}

�&�{�<��� � A3 = E
�<�����x�+�

A 6= E

⇒ S ∈ � 
(2, R) � S ·A · S−1 =

(
0 −1
1 −1

)

Ã&�«���+�<���]�]� �
ÎZ���

S ·A · S−1 =

(
0 −1
1 −1

)

=: A0 ⇒ A = S−1 ·A0 · S
}��^�������¬¾£��¦����¬¾£¿Z�

A3 �

A3 = S−1 ·A0 · S · S−1 · A0 · S · S−1 ·A0 · S = S−1 · A3
0 · S

� �½�����
(A0)

3 = E2

¡
⇐ χ

A0 = T 2 + T + 1
¢ ⇒ A3 = S−1 · E2 · S = E2�&�{����� �

{
A ∈M2 (R)|A3 = E2, A 6= E2

}
=
{
S−1 · A0 · S

∣
∣S ∈ � 

(2, R)
}

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
"{�{(��IÓ�Ú+Û{Ü "{���<Ó�Ý Ý{2 Þ � �
	E���{����������� � +�{� �&Û��,� +��	 �1�µ���¬�����
���



/+	0���
	����1 � Ý ×[���{	0���!	 Ï ��(�	 Ð �3��r1'�I���
�)	 � "��{(

Þ � �
	E�)���)������������������´Û��,� +�)	  1�µ���¬�)�)�!� � .��-�!�Z������� � �¬���!.[Û ���O�
.{	����O�
�)ß�Û "{�{�)1£${���!�!��"���$�Û $�	�� ��� �!�����



���������
	��������%'�)	0�¬	����
���-�
	����)	0� � �O�
ØÔ"{��$&Ü ���3${��� ��� .�	h�µ���
�¬���)	0�������
� /+	��)�!	���µ1 � 2

`�a�� ced]fhg�i�jZk
(IV.5) lnm k-j � jZpri+d_t�i�jZg!kvj[t � d]i�� � p ���,z't �µdIp �����µj	�ez't � dIkvj<p�
3z't �

|<}��[}�~ �x���+¦,�<���+�0�+� ª �_�0°��]�<�����0�+�
��� ���<¾£�{°��]� � A := MA

A (ϕ)
�[�]���Ä¸{�]�<¦���°��<���ÄÈ �����O��  �+�

S · A · S−1 �<���O ��]�����+¦�¦��+�r}

|<}��[}»º �������x�+�������[�]�]���+� �
~�} � �{¦�¦ � MA

A (ϕ) =




C D

0 E



↔ ϕ− �����{���O���]����� � Ã&���0���������<�

ϕ (vi) =

k∑

i=1

αij · vi
�]�<�

ϕ (〈v1, v2, . . . , vk〉) ⊆ 〈v1, v2, . . . , vk〉

º[} � �{¦�¦ � MA
A

(ϕ) =




C 0

0 D




�W���x�+� 〈v1, v2, . . . , vk〉

¼½�{�0���´�����
C

�]�<� 〈vk+1, vk+2, . . . , vn〉

¼½�{�0���½�����
D

�]��¦��]�+�x}·�^���<�¥����¦��½¾£¿<�
V � V = 〈v1, v2, . . . , vk〉

︸ ︷︷ ︸

ϕ− �����{���O���{���
⊕ 〈vk+1, vk+2, . . . , vn〉
︸ ︷︷ ︸

ϕ− �����{���O���{���
�&�{�<���&�<���3���+�<�]�����EÃ^�����������]°����]�]�«�����

ϕ
¯
�����{���O���{�����+�TÃ^���������O¸{�]���+� �ÎZ���

U ϕ
¯
�����{�{�����{�����'�]�{���]�+��¤�� � ϕ (U) ⊆ U

�<�]�¥�0�+�
v ∈ U

}
�&�{�<� � v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕk (v) , . . . ∈ U

|<}��[}�� �&���]�]���������
(IV.5.a) � ϕ

¯
  ���[¦����0°��]� �^Ã^����� ���O�{�]� � 〈v〉ϕ
ÁÂ���K�]���]�]�����O�+� � 〈v〉ϕ :=

〈{
ϕk (v)

∣
∣ k ∈ N0

}〉 ���O ��+�<���·�����
v
����¦��·�<�+�@�[¦������<�0�0���

ϕ
¯3�����{���O�������0�+�

Ã&���0���������<�¥�I�]���
v
�+���0�]¸{¦�� }

|<}��[})| ¼½�+���0�]���+¦'¾£¿Z�
ϕ
¯
  ���[¦�����°��<�+�TÃ&���0�����O�{�<�

ÎZ���
V = R3 �]�]�

A
���+��� �r���&�����

A =





1 0 0
0 2 1
0 0 2




���+�¬���

v =





1
0
0



 , w =





0
0
1



 , z =





1
0
1





¼½���0�0�����s�<�]�E����� 〈v〉A ��� �¬����¦�� �

A · v =





1 0 0
0 2 1
0 0 2



 ·





1
0
0



 = (1, 0, 0) = v ⇒ A2 · v = A · (A · v) = A · v = v

�µ��� ² �<�]�Z���������¥¾£��¦���� � An · v = v
}��^������� � 〈v〉A = R · v }¼½���0�0�����s�<�]�E����� 〈w〉A ��� ������¦�� �

A · w =





1 0 0
0 2 1
0 0 2



 ·





0
0
1



 = (0, 1, 2)

⇒ A2 · w = A · (A · w) =





1 0 0
0 2 1
0 0 2



 ·





0
1
2



 = (0, 4, 4)

ÎZ���]�¹���]�
w, A · w, A2 · w ¦����<�+���©�{�]�]¸{�]����� � � ���I�<�+�]�

A2 · w = (4, 4, 0) = 4A · w − 4w

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
"{�{(��IÓ�Ú+Û{Ü "{���<Ó�Ý Ý{2 Þ � �
	E���{����������� � +�{� �&Û��,� +��	 �1�µ���¬�����
���



/+	0���
	����1 � Ó ×Z�)�{	����
	 Ï ��(�	 Ð �
�W-r1'�I���
�)	 � "��{(

�&�{�����½� ���]�<�+�������©���]� � �+�<�+�½���+����� �O�
Ak �{�]�0���+°��]�<�+� �

A3 = A ·
(
A2 · w

)
= A · (4A · w − 4 · w) = 4A2 · w − 4A · w

= 4 · (4A · w − 4w)− 4A · w = 16A · w − 4A · w − 16w = 12A · w − 16w
�µ��� ² �<�]�Z��������� � Ak ·w = αk ·A ·w+βk ·w ⇒ 〈w〉A = 〈w, A · w〉

¡ º^�<�����+�<�������]�{¦���� �^�{�]�Õ¢
¼½���0�0�����s�<�]�E����� 〈z〉A } � �½����¦�� �

A · z =





1 0 0
0 2 1
0 0 2



 ·





1
0
1



 = (1, 1, 2)

⇒ A2 · w = A · (A · w) =





1 0 0
0 2 1
0 0 2



 ·





1
1
2



 = (1, 4, 4)

ÎZ���]�¹���]� (
z, A · z, A2 · z

) ¦����]���{�©���]�]¸{�]����� �
� �����O ��É�x�����O�{°����0�+�X�¬���Æ�]���Õ�^���0���O�����<�{�������]� �sÈÉ���0����ÊÌ����� (

z, A · z, A2 · z
) �{¦��ÆÎ[�]�{¦��0�+�Z¯

�����������O�+� �
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1
0 1 4
1 2 4

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1
0 1 4
0 1 3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −1 ⇒
(
z, A · z, A2 · z

) ���+���<¦�¸�� ⇒ 〈z〉A = R3

|<}��[}�� 
 �x���O� ª �_�0°��]¸��0  �<�]��¾£¿Z�^�<��� (〈v〉ϕ
)

ÎZ���
mT = T k + α1 · T k−1 + . . . + αk ⇒ ϕk (v) = −

k−1∑

i=0

αk−1 · ϕi (v)
}

² �¥�]���+����� � �{¦�¦ � 〈v〉ϕ =
〈
v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕk−1 (v)

〉
⇒ �]��� (〈v〉ϕ

)

≤ ���O�{�
(mϕ)

|<}��[}�� �&���]�]���������
(IV.5.b) � mϕ,v (T )

mϕ,v (T )
�����¬�]�{���<���O���������0� �Ô��¦	�[�<��� �[¦��+���<�0�0�+� � �����<�+�������

[mϕ,v (ϕ)] (v) = 0

|<}��[}�� ¼½�+���0�]���+¦��& ��
mϕ,v (T )

ÎZ���
V = R3 �]�]�

A
���+��� �r���&�����

A =





1 0 0
0 2 1
0 0 2




���+�¬���

v =





1
0
0



 , w =





0
0
1



 , z =





1
0
1





¼½���0�0�����s�<�]�E�����
mA,v � mA,v| (T − 1) ⇒ mA,v = (T − 1)¼½���0�0�����s�<�]�E�����
mA,w � ÁÂ�����¬���0���+���{�<�

(4.5.4) �
A2 · w − 4A · w + 4w =

[(
T 2 − 4T + 4

)
(A)
]
(w) =

[

(T − 2)
2
(A)
]

(w) ⇒ mA,w = (T − 2)
2

¼½���0�0�����s�<�]�E�����
mA,z � ¼½�����]� �©���<��¼½�����+°��]���<�]�@�����

mA,v
�]�<�

mA,w

mA,v| (T − 1)
�]�<�

mA,w| (T − 2)
2

�&�{����� � mA = (T − 1) · (T − 2)
2 ¡ �]�����¨�������0�+� �Ô��¦	�[�<���¥� � ����� ��¢

⇒ χ
A = (T − 1) · (T − 2)2 }h�&� 〈z〉A = R3 ¾§��¦���� �

mA,z = mA

Þ � �
	E�)���)������������������´Û��,� +�)	  1�µ���¬�)�)�!� � .��-�!�Z������� � �¬���!.[Û ���O�
.{	����O�
�)ß�Û "{�{�)1£${���!�!��"���$�Û $�	�� ��� �!�����
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|<}��[}�� ÎZ���� 
(IV.5.1)

ÎZ���
g
�+�����Ô��¦	�[�<���Ö�����

g (ϕ) = 0
}

¡ �£¢
[mϕ,v (ϕ)] (v) = 0 ⇒ mϕ,v| g¡ ���§¢
mϕ,v

�����¬�+���]�<�+�<�0���Æ�]�<�
mϕ,v|mϕ

¼½� �W�����T ��
(i) � �&���[���0����� ����� �^���0��¯Õ�{�]�{¦����  ��]� ¼W�����+���Ë¾§¿<�Ì�<���ËÈÉ���<�����{¦��r��¦	�[�<���

(IV.4.2) �
� ������¦�� � g = q ·mϕ,v + r

�'�����x�+�
r = 0

�[�]���Ä���O�{�
(r) <

���O�{�
(mϕ,v)

}W¶E��°�� � ���<�����0  �����+���]�+�
� �<�]���¨�����_�<���0�s�<�

ϕ
¾£��¦���� �

g (ϕ) = q (ϕ) ◦mϕ,v (ϕ) + r (ϕ)ª ���W���]�]�<�]�«�{�]¾
v
¦����+¾£� ��� �

g (ϕ) (v)
︸ ︷︷ ︸

(∗)
= q (ϕ) (mϕ,v (ϕ) (v))

︸ ︷︷ ︸

(#)

+ r (ϕ) (v) ⇒ r (ϕ) (v) = 0

�x�
(∗) � = 0

�<�{°�� �����������<���0���� ��]�<�<}
�x�

(#) � = 0
�]�{°��T�^���_�<���0�����r}

¼½� �W�����¬ ��
(ii) � ª �]�����]�������+�¨�+����¸��x�n ����+� �Ô��¦	�[�<������}��^���+�0�n�s¿<¤��0�+�Õ����°��T���+���+�]�0�+���0���

�0�+��¦��+�x}·�&�Æ�����E���r� �^¦��{�<� �·���O�{�]�0�����0 ��]�]�s�]�����¨�������½�����]�¹� ���<�]�+�¥�0���&���<�^���<�+��������°��¥���+���r}

|<}��[}�� ÎZ���� 
(IV.5.2)

ÎZ���,�������
(mϕ,v) = k

}·�&�{�]�¥����¦��
¡ �£¢Æ�<��� (〈v〉ϕ

)

= k

¡ ���§¢ 〈v〉ϕ =
〈
v, ϕ (v) , . . . , ϕk−1 (v)

〉 ¡ ¼W��¦��]���¹¼½�{�0����¢
¡ �����§¢

U := 〈v〉ϕ
�
mϕ,v = mϕ|

U
= χ

ϕ|
U¼½� �W�����¬ ��

(i) , (ii) � ÁÂ���©�����0���+� �
mϕ,v = T k + α1 · T k−1 + . . . + αk ⇒ ϕk + α1 · ϕk−1 + . . . + αk ·

���
V = 0

ª ���W���]�]�<�]�«�{�]¾
v
¦����+¾£� ��� � ϕk (v) =

k−1∑

i=0

(−αk−i) · ϕi (v) ∈
〈
v, ϕ (v) . . . , ϕk−1 (v)

〉
=: U0

¼½���]�{�<�<���<�]� � 〈v〉ϕ = U0¼½� �W����� � �x�¥ ��+�����+� � �{¦�¦��
ϕl (v) ∈ U0

}
ÁÂ���©�]���x�+�¥���x�+�Õ�r� �O�+�����¬���+�����]�+�x�]�<�{¤¨�<���+�½¾£¿<�

l = 0, 1, . . . , k − 1, k
�O��°�������������� }

� ¿<�
l = k + 1

�������]�+�������Ä�+���]�+� ² �<�]�Z���������<�0�x�����+���¬¾£¿]�Z�O�+� �
ÎZ���

ϕl (v) =

l−1∑

i=0

βi · ϕi (v)
�]�]�{�]� �

ϕl+1 (v) = ϕ
(
ϕl (v)

)

= ϕ

(
l−2∑

i=0

βi · ϕi (v) + βl−1 · ϕl−1 (v)

)

=

l−1∑

i=0

βi · ϕi (v) + βl−1 · ϕl (v) ∈
〈
v, ϕ (v) , . . . , ϕl−1 (v)

〉 �]�{°�� �����O�{�<����� �� ��]�<���+�

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
"{�{(��IÓ�Ú+Û{Ü "{���<Ó�Ý Ý{2 Þ � �
	E���{����������� � +�{� �&Û��,� +��	 �1�µ���¬�����
���



/+	0���
	����1 � � ×Z�)�{	����
	 Ï ��(�	 Ð �
�W-r1'�I���
�)	 � "��{(

¼½�����<��� � U = 〈v〉ϕ =
〈
v, ϕ (v) , . . . , ϕl−1 (v)

〉
⇒ �]���

(U) ≤ kª �]�����]�������+� � �]��� (U) = l � k¼½���]�{�<�<���<�]� � U =
〈
v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕl−1 (v)

〉

¼½� �W����� � v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕl−1 (v) , ϕl �����]�#¦����]�+���¨���_�]¸{�<�����<�W�]�
l + 1

�·���������O�+�x} ª ¦��0�
��Ê[���0�0��� ���¬�+���]�E�<��°����¬�0�����[���{¦����Ä�+¦����0����� �

α0 · v + α1 · ϕ (v) + . . . + αl · ϕl (v) = 0
ª �]�����]�������+�

αl 6= 0 ⇒ ϕl (v) ∈
〈
v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕl−1 (v)

〉

⇒ U =
〈
v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕl−1 (v)

〉

ª �]�����]�������+�
αl = 0 � Î[�+�����

αm 6= 0
�]�<�

αm+1 = αm+2 = . . . = αl = 0

⇒ ϕm ∈
〈
v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕm−1 (v)

〉
⇒ U =

〈
v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕm−1 (v)

〉 �����x�+�
�]���

(U) ≤ m � l
} � �¬�����]�½�{¦��0�@�+���]�´���O���[���{¦��E�^���O�0�0�+¦�¦��<�]�@�<��� � ���O�

α0 · v + α1 · ϕ (v) + . . . + αl · ϕl (v) = 0

⇒
[(

α0 · v + α1 · ϕ (v) + . . . + αl · ϕl (v)
)
(ϕ)
]
(v) = 0

⇒ mϕ,v|α0 + α1 · T + . . . + αl · T l ⇒ l ≥ k
¯h�����Ä�����]�{¦��0�+�¥�+���]���ÕÁÂ���]�����0�]���]°��x}

⇒ �^�{�]��� � �<���
(U) = k¼½� �W�����¬ ��

(iii) � �x���O�����0�¬����  �+����� � �<���
(U) = k ⇒ ���O�{� (χ

ϕ|
U

)
= k

⇒ mϕ,v| mϕ|
U

∣
∣χ

ϕ|
U

�x�<�]�+� �����������+�E�]��� � �O�{�]���<���·�x�+���]�+�Æ¸{�<¤[���O��� �µ��¦ �[�]���������<���¬¿Z�x���O�]���+�µ�]���O���������Ô�0���<�r�
¿<�x�����+���x}·¶E�{°��T�]� � � �����<¾£�����¨��¦r¾£��¦����¬�<���E¼W�+�]�{�<�<���<�]�Z}

|<}��[}�~�� Î[�{�0 
(IV.5.3) � È ��Ê[���s�<� ���

ϕ
¯
  ���[¦�����°��<�+�¥Ã&���0������¸��<���+�

� �Æ�����]�
v ∈ V

�����
mϕ = mϕ,v

} � ��¦���¦���°�� � ���O�{�
(mϕ) =

ÈÉ��Ê[���s�]� ��¦�¦����«�&�����+�]�0�����]�+�
ϕ
¯3  ���[¦����0°��]���^Ã&���0������¸��<����}

¼½� �W����� � �x�<���O�0�¹�r� �0�O�{°����0�+� �����e�����<�+� Î[�x�+ ����{¦�¾£�{¦�¦^�]�<� ¾§¿]�<���+�Â�]���+����� �]�{�]� �{�]¾Í�]���
�{¦�¦������¨�����<�+� � �{¦�¦Y  �Z�O¿]°0� �~�}»¢ Î��r��  ���{¦�¾£�{¦�¦ � m = pk �Y�����x�+�

p
�����O�+�<�] ����]¦���� �Ô��¦	�[�<���S�]�<�

mϕ,v| pk ⇒ mϕ,v = pl�����
l ≤ kª �]�����]�������+� � l < k − 1

¾£¿<�Ä�{¦�¦��
v

⇒ mϕ,v| pk−1 �I�{�]�<���O�©�{�]�0���+�Z�O¿]°���� � pk−1 = gv ·mϕ,v
� ª �����+�<�]�<�]���{�]¾

ϕ
�]�]�T�{�]�0°��]¦���� ¯

¤[�+�<�]�+� � ���<�����0 ��+�Õ�����
v
¦����+¾£� ��� �

pk−1 (ϕ) = gv (ϕ) ◦mϕ,v (ϕ) ⇒
[
pk−1 (ϕ)

]
(v) = gv (ϕ) (mϕ,v (ϕ) (v))

︸ ︷︷ ︸

= 0
�x}��Æ}

= 0

¶E�{°��T�]�+� �����O�{�<����� �� ��]�<���+�¥¾£��¦���� � mϕ,v| pk−1 ¯·�¬���Ä���O�<�{¦��0�+�¥�+���]�+�ÕÁÂ���<���O���]�O�<°��r}
ª ¦��0�@�����]�½�+�

v
�����

mϕ,v| pk � mϕ,v = pk ⇔ ϕk−1 (ϕ) (v) 6= 0
} ª �]�<���O��¾£���O�s�<¦�������� �

{v|mϕ,v 6= mϕ} = 

����� (

pk−1 (ϕ)
)

︸ ︷︷ ︸

6= 0

=
�+°����0��� Ã^����� ���O�{�]� ����� �

º[}»¢ ª ¦�¦����+���+���]��� � �{¦�¦ � mϕ = pk1
1 ·pk2

2 ·. . .·pkr
r

�<���O�����������]�<�
pi

���+���+�E�_�{�������+��������������°��<���+�<�+�r}
¶E�{°��T�]�+� �'���O¦��+���<�]���0¦����¨���

(IV.4.6)
¾£��¦���� �

V =
⊕



���O� (

pki

i

)

︸ ︷︷ ︸

Ui

,
�����x�+�

ϕ
�����{���O���{����� �x����¦��+���]�<�

Þ � �
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.{	����O�
�)ß�Û "{�{�)1£${���!�!��"���$�Û $�	�� ��� �!�����



���������
	��������%'�)	0�¬	����
���-�
	����)	0� � �O�
ØÔ"{��$&Ü ���3${��� ��� .�	h�µ���
�¬���)	0�������
� /+	��)�!	���µ1 � �

ª �]¾
Ui

����¦��¬���<� � pki

i (ϕ|
U

) = 0 ⇒ mϕ|
Ui

∣
∣
∣ pki

i

}
Á �+����� r���¨���

(IV.4.4)
����¦�� �
mϕ =

�[� � (
mϕ|

Ui

)

⇒ mϕ|
Ui

= pki

i

�&�{�<���&�����<�¬�+�
vi ∈ Ui

�����
mϕ,vi

= pki

i

}�Î[���0  �
v = v1 + . . . + vr

} ª �<��¦����s  �
(IV.4.4)

¾£��¦���� �
mϕ,v =

�[� �
(mϕ,vi

) =
�[� � (

pki

i

)

= mϕ

|<}��[}�~�~ ª ¦������O���0�]�����0°��]�&¼½���O��°��]���<�]�« ��<�´ÎZ�]°��]�E�����
v
�¨���

mϕ,v = mv

¡ ~{¢ � ���]�<�
v
�¨���

mϕ = mϕ,v¡ º�¢ � ���]�<� �x����¦��+���]�<�
v = 〈v〉ϕ ⊕U

�_�����r���
U ϕ

¯
�����{���O���{���©���+�v}
¡ ��¢ �'���O¦��+���

U
���+�������

�x�
(i)

� ���<�]�+���¬���Ä ��W���YÈÉ�����<�[�]�+�Õ�������+�<�]�+� �~�}·È � ���<�Z�<� � � ��¦����E�]�+�Ö¼½� �W����� ¡ �]��°���������� ���� ��¥�+�«�_¾£���]¦��+�I¢
º[}·È � ���<�Z�<� � È ���½Á �{�<����°��<�+���<¦���°��Z���+�����<���<�+ �� � ���<�½����¦�� � mϕ = mϕ,v

¡ ¿<�x���
R
�

C
¢

ÁÂ������¸��<¦����¥�+���
v = (x1, x2, . . . , xn)

  �<¾£¸{¦�¦����Í¯K  �<�]�+�Ö�0�+�
A

���������x�+�¨�����E���x�+� �

x =





9
−1

5



 , A =





1 0 0
0 2 1
0 0 2





ª ���W���]�]�<�]�@�����
A

�{�]¾
x
¦����+¾£����� �

A · x =





1 0 0
0 2 1
0 0 2



 ·





9
−1

5



 = (9, 3, 10)

⇒ A2 · x =





1 0 0
0 2 1
0 0 2



 ·





9
3

10



 = (9, 16, 20)

¶E�]�Æ�W��¦�¦��+�n�����K�]���¬¦����]���{���¬Ã&�<�{�]�]¸{�]�������������Ô�����
x, A ·x, A2 ·x   �������+�r} � �����O ��s�x���0����°������+�

�����Ä�]���E�&���0���O�����]�{�����&�¨���¬Î[�_�{¦��������������0�����+�
x, A · x, A2 · x

∣
∣
∣
∣
∣
∣

9 9 9
−1 3 16

5 10 20

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

9 0 0
−1 4 17

5 5 15

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 9 ·
∣
∣
∣
∣

4 17
5 15

∣
∣
∣
∣
= 9 · (60− 85) = −225 6= 0

�&�{����� � mA,x = mA
}

�&���+�0�Íº[}·ÈÉ���0�]�[�<�´�[¦����]�<���{�]��¾£��¦����+�]�<�+� � �O�<�]� �
{x ∈ Rn|mA 6= mA,x} ⊆

⋃

�
�
���

�
���

Ã&���0�����O¸{�<�¨� �]� ��^�����+�<������� ≤ n− 1

�x�
(ii) � V = 〈v〉ϕ ⊕U′ �]�����x�+�

U′ �����+�����<�+¦�¦,�]�[°��¥�<��°����©�����{���O���{��� }
� ��¦�¦��

ϕ (U′) ⊆U′ �����]�Õ�����©¾§�����0���Z}
� ��¦�¦��

ϕ (U′) * U′ �_�<�{�]����¸{�]¦��Í�{�<�]���O���
U′ �]�<�¥¿<�x�����<�O¿]¾§�Í� �O�]�+�Z� }

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
"{�{(��IÓ�Ú+Û{Ü "{���<Ó�Ý Ý{2 Þ � �
	E���{����������� � +�{� �&Û��,� +��	 �1�µ���¬�����
���



/+	0���
	����1 � � ×Z�)�{	����
	 Ï ��(�	 Ð �
�W-r1'�I���
�)	 � "��{(

|<}��[}�~{º Î[�{�0 
(IV.5.4) �·� ¦��+���+���������0�+��¦�� �O�����0 

� �+�����x�+�
Ψ ∈ EndK (V)

}��^�{�]�¥����¦�� �
¡ �£¢

V =

r⊕

i=1

〈vi〉ϕ
�<�]�¥¾£¿Z�

mi = mϕ|
Ui

¡
Ui = 〈vi〉ϕ

¢W����¦�� �
¡ ~�¢

m1| m2| m3| . . .|mr¡ º�¢
mr = mϕ

¡ ��¢ χ
ϕ =

r∏

i=1

mi

¡ ���§¢Í�^���
mi

�����]���<�<�O°��T�<��� � �����+�]�0°��]�{¾§�0�+�

V =

r⊕

i=1

〈vi〉ϕ
�]�]�

m1| m2| m3| . . .| mr|

�����<�]�+�Z�����s¾£���0�0���+¦��+����} ¡ Î[���E�<�+��¤[�����+���]� � ¦��+���+���0���O�]���O�����+¦�¦��]�]�n�����
ϕ
¢

ª ¦������O�����<�����0°��]���½¼½�����+��� �ÈÉ�{���W¸{�<¦��
v ∈ V

�����
mϕ = mϕ,v

}
¼½� �0�O�{°����0� 〈v〉ϕ =

〈
v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕk−1 (v)

〉 �]�����x�+�
k =

���O�{�
(mϕ,v)

�'�¬���0°��]�+�<  ���+¦ � V = 〈v〉ϕ ⊕U
�_�����x�+�

U ϕ
¯3�����{���O���<���©����� }

�&�{�<� � ϕ|
U

�
U

�x�����O�{°����0�+�r�K�x��� �Ä���[�<�O�0����� ¾£��¦����s�<���¥¼W�+�]�{�Z�]�0�]�]�Z�K�]�e�]�����&�����+�]�0�����
���¨�������[¦��+���<���©�����O�]���r}
ÁÂ�����]���x�+� � V = 〈v〉ϕ ⊕W

�������x�+�
W

�������0�����O�{�<�������«�]¦��+���+���n���0��}
W

���0�Æ�����������<�+¦�¦
�]��°����

ϕ
¯
�����{���O���{��� }

¶E�]���<�O¿]¾§�+�������©�]�{°��r�'���
W ϕ

¯3�����{���O�������©���0� �ÁÂ¸{�]¦��
w ∈W

�I�<���<�
ϕ (w) = v′ + w′ �+���]�<�+�<�0�����´�^�{���0�0�+¦�¦��]�<�@�����

v′ ∈ 〈v〉ϕ
�
w′ ∈WÁÂ���©�]���]�]�����O�+� � Ψ : W→W : w 7→ w′ �_�����x�+�

Ψ � �<�]�������O�<�]���0�s�]�������
W

}
¶E�{°������+�����+�¥�<��� r���]�+���O���0¸{�½�����

Ψ � � �����©���Z�& ��]�±¼½�+���0�]����¦x�<��� ª �]�]���0����� �
(w + w1)

′ !
= w′ + w′

1�&�{ �� �
ϕ (w + w1) = ϕ (w) + ϕ (w1) = (v′ + w′) + (v′1 + w′

1) = (v′ + v′1)
︸ ︷︷ ︸

∈ V

+ (w′ + w′
1)

︸ ︷︷ ︸

∈W

ª ¦��0� � Ψ (w + w1) = w′ + w′
1 = Ψ (w) + Ψ (w1)ª �]�{¦����@ ��+�����+�¹�����Ä�]���E�0�{�{¦��{���ÍÈÉ�<¦��0���]¦����{��������� ⇒ Ψ

�����¬¦����<�+���+}
�µ��� ² �<�]�<���0�����E�x���0����°������+�n�����

(W, Ψ)
�����{�E�]�����{¦��0���]�+� � ¦��+���+���0�����0�+��¦����O�0���� Ô¾£¿<�

(W, Ψ)
� ���0 �� � �0�+°��<�]����°��<�sÎ[°����������O�������+��� �
�x�<���{�����+�]�<���<�Í�����

(V, ϕ)
�]�<�

(W, Ψ) ��� �¬�����
ϕ (w) = v′ + Ψ (w)

�
v′ ∈ 〈v〉ϕ

}
ª ���W���]�]�<�]�@�����

ϕ
¦����+¾£����� �

ϕ2 (w) = ϕ (ϕ (w)) = ϕ (v′ + Ψ (w))
ϕ

� ��� ��� �

= ϕ (v′)
︸ ︷︷ ︸

∈ 〈v〉ϕ

+ ϕ (Ψ (w))
︸ ︷︷ ︸

∈W

= v′′ + v′′′ + Ψ2 (w)

�����x�+�
v′′, v′′′ ∈ 〈v〉ϕ

} ª ¦��0� � ϕ2 (w) = v + Ψ2 (w)
�
v = v′′ + v′′′ ∈ 〈v〉ϕ

Þ � �
	E�)���)������������������´Û��,� +�)	  1�µ���¬�)�)�!� � .��-�!�Z������� � �¬���!.[Û ���O�
.{	����O�
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���������
	��������%'�)	0�¬	����
���-�
	����)	0� � �O�
ØÔ"{��$&Ü ���3${��� ��� .�	h�µ���
�¬���)	0�������
� /+	��)�!	���µ1 � Ú

�&���0�Æ¯��x��� ² �]�]�Z��������� � ϕk (w) = v + Ψk (w)
� �����x�+�

v ∈ 〈v〉ϕ¼½���]�+�Z���<�]�@¾£¿Z� � ���]��� �� ��+����� �Ô��¦	�[�<����� �� �+�����x�+� � h (T ) ⇒ h (ϕ) (w) = v′ + h (Ψ) (w)
�
v′ ∈ 〈v〉ϕ� ��¦������O�<�]� � ÎZ���

h = mϕ

⇒ h (ϕ) (w) = 0 ⇒ mϕ (Ψ) (w) = 0
¾£¿<�Ä�{¦�¦��

w ∈W ⇒ �r�{�0���{°��<�
mΨ|mϕ¶E�{°�� ² �]�]�Z���������¥�<¿<�O¾§�+�������©���<�]�+�<���+� �

W = 〈w2〉ϕ ⊕ 〈w3〉ϕ ⊕ . . .⊕ 〈wr〉ϕ
���������]°�� � � ��¦��

V = 〈v〉ϕ ⊕W = 〈v〉ϕ ⊕ 〈w2〉ϕ ⊕ 〈w3〉ϕ ⊕ . . .⊕ 〈wr〉ϕ �ÎZ���
mi =

È ���]�����{¦��x��¦ �[�]��� �����
Ψ

���<¾ 〈wi〉Ψ
}

�&�{���<�+��¤�� ¡ �<����� �^�{�<�]���O���¹¢ � mi (Ψ) (wi) = 0
�
mi|mΨ|mϕ¶E�]������¦�¦��+�Õ�¬���©�0�+�0�0�+�r�]���¥�<���ÍÎ[�]����� 〈v〉ϕ + 〈w2〉ϕ

�]���O���������0��}
ª �]�����]�������+� � ÎZ�+� v′ + w′ = 0

�
v′ ∈ 〈v〉ϕ

�
w′ ∈ 〈w2〉ϕ

�����x�+�
v′, w′ 6= 0

}·�&�{�<� �

v′ =

k−1∑

i=0

αi · ϕi (v) = h (ϕ) (v)
�����

h =

k−1∑

i=0

αi · T i

w′ = g (ϕ) (w2)

�&�{�<���&���0�½  �¥�<����� �O���<°��]�+� � 0 = h (ϕ) (v) + g (ϕ) (w2)
}

� �½�����]�¬�����<� ¡ � �r���<�[�]�<�]�����{¢ �^��¦����0�����¹�]���+�0��� ª ��� �
m2 (ϕ) (w2) = v′ + m2 (Ψ) (w2)

︸ ︷︷ ︸

= 0

= v′ = h (ϕ) (v)

ÁÂ���©�]���x�+� � m2|mϕ,v
�
m2 (ϕ) (w2) = v′ ∈ 〈v〉ϕ¼½���]�{�<�<���<�]� � ∃v′′ ∈ 〈v〉ϕ �����

m2 (ϕ) (w2) = m2 (ϕ) (v′′)¼½� �O�+°��<���]�]�@�����
v′′ �

¶E�{°�� �����O�{�]�0�����0  �<�]� � m2 (ϕ) (w2) = h (ϕ) (v) ⇒
(

mϕ

m2
·m2

)

(ϕ) (w2) = mϕ (ϕ) (w2) = 0

ª �]�]� �O���O�0�+���0� � mϕ

m2
(ϕ) ◦ (m2 (ϕ) (w2)) =

mϕ

m2
(ϕ) (h (ϕ) (v)) =

(
mϕ

m2
· h
)

(ϕ) (v)

�&�{�<��� �
(

mϕ

m2
· h
)

(ϕ) (v) = 0 ⇒ mϕ = mϕ,v|
mϕ

m2
· h

�&�{���<�+��¤�� � mϕ · f =
mϕ

m2
· h ⇒ h = f ·m2

⇒ m2 (ϕ) (w2) = (m2 · f) (ϕ) (v) = m2 (ϕ)

(
f (ϕ) (v)

v′′

)

� ��¦������O�<�]� � m2 (ϕ) · (w2 − v′′2 ) = 0
¡ �����©�]���x�+�¥�<�+�

v′′
�]��� ² �]�]� Ê� ��W���,���������x�+�_¢

ÎZ� �� ��
vi = wi − v′′i ⇒ mi (ϕ) (vi) = 0, U =

r∑

i=1

〈vi〉ϕ
¶E�{°��<���+°��]�<�+� � V = 〈v〉ϕ ⊕ 〈v2〉ϕ ⊕ 〈v2〉ϕ ⊕ . . .⊕ 〈vr〉ϕ

¡ �<���+�½�0�_���O���������©�<�]���<������¢

×[	��!Ø��!	KÙ���$�	��
"{�{(��IÓ�Ú+Û{Ü "{���<Ó�Ý Ý{2 Þ � �
	E���{����������� � +�{� �&Û��,� +��	 �1�µ���¬�����
���



/+	0���
	����1 � � ×Z�)�{	����
	 Ï ��(�	 Ð �
�W-r1'�I���
�)	 � "��{(

�&���+�¬���0�½�+�����{¦������O�����<�����0°��]���¬¼½�����+��� � � ��¦����+�]�<�nÎZ°��Z�O���0�0� �
¡ �£¢ÍÁ �{�]¦x�����

v
¡ ���§¢

V = 〈v〉ϕ ⊕W
¡ �·���������O�{�]�� ����O¦��+���<�]��¢

¡ �����§¢Í¼W�+��°��<�O�+���_�<�]�@�����
Ψ

�{�]¾
W �½² �Ë�]���^¼½�{�0���

v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕk−1 (v) , w1, w2, . . . , wl�x�+�0°��<���+���x�+�<�]�´ÈÉ�������O��Ê¹�����
ϕ �

M (ϕ) =




∗ B

0 C





�'�]�<�+�Ö�����
M (Ψ) = C

¡ ���<¢ÆÈÉ�[�]���]�{���0�����¹�<���
wi

�]���@�<�{¤¨�����Ä�]���´�_�{���0�+�]�<�+�
vi

���O�<�{¦��0�+�r}
�x�Z� � ���]�]���<�0�������+��� � ¼½� �W�����½�x��� �Ä���[�Z�O������� �ª �]�����]�������+�

m1| m2|m3| . . .|mr
�<�]�

m′
1| m′

2| m′
3| . . .|m′

s

}
ÎZ��°��<���Ä����¦�� � mr = m′

s = mϕ

¡ �^�{��È ���]�����{¦��x��¦ �[�]��� ���0�½�+���<�]�+�Z������¢
ª �]�����]�������+� � mr = m′

s,mr−1 = m′
s−1, . . . ,mr−k = m′

s−l�&�{�<� � mk−1
���0�·�<���O���������0�+� �µ��¦ �[�]��� �[¦��+���]�����+� � �O�{�]�+�������

mk−1 (ϕ) (v) ⊆ 〈v1〉ϕ⊕〈v2〉ϕ⊕
. . .⊕ 〈vt+1〉ϕ

�
k = r − t�&���0� � ml−1 (ϕ) (v) ⊆ 〈v′1〉ϕ ⊕ 〈v′2〉ϕ ⊕ . . .⊕

〈
v′t+1

〉

ϕ

�
l = s− tÁ �+���������]��������¦�� � ∃σ : V → V

ª �Z�����������]�]�����s�<� ¡ �]� � � ���������n¦����<�+���O� ª �]�_��¦��]�]�<��¢K�¨���

ϕ

(
t+1⊕

i=1

〈vi〉
)

=
t+1⊕

i=1

〈v′i〉

�&���O�{�<�Ä¾§��¦���� � mk−1 = w′
l−1

|<}��[}�~ �


���O��¦�¦����

(IV.5.5)

mϕ = χ
ϕ ⇔ V

�����
ϕ
¯
  ���[¦����0°��r}

¼½� �W����� �
� ⇐� � Î[°��]���T��¾§�½���+ ��+������}
� ⇒� �I�W���Y¼½�����+�����&¾£¿<�Ä�]�����^¿<°����O��°����0�]�]� �~�}»¢Æ¼W�����+���W¾£��¦����¬���<� � ¦��+���+���0����������¦����O�0�{�0  �

χ
A = m1 ·m2 · . . . ·mr,

�r})�r}
mr = mϕ

� ����� � m1 = m2 = . . . = mr−1 = 1
�]�]�{���]�+��¤�� � r = 1 ⇒ V

  ���[¦�����°��x}
º[}»¢´¼½�����+���0��¾§�O¿<�]��� ¡ �{¦����+���Í¼½�{�]�����+���n�]�+� � ¦��+���+���0����������¦����O�0�{�0 ��+�O¢'���+ ��+����� � ∃v � mϕ,v = mϕ

� ����� � �<��� (〈v〉ϕ
)

=
���O�{�

(mϕ,v)

��� � 	

=
�]��� (χ

ϕ

)
=

�]���
(V) ⇒ 〈v〉ϕ = V

Þ � �
	E�)���)������������������´Û��,� +�)	  1�µ���¬�)�)�!� � .��-�!�Z������� � �¬���!.[Û ���O�
.{	����O�
�)ß�Û "{�{�)1£${���!�!��"���$�Û $�	�� ��� �!�����



���������
	��������%'�)	0�¬	����
���-�
	����)	0� � �O�
ØÔ"{��$&Ü ���3${��� ��� .�	h�µ���
�¬���)	0�������
� /+	��)�!	���µ1 � �

|<}��[}�~+|


���O��¦�¦����

(IV.5.6)

�'���+�[ÈÉ���0���� ��+�Í���
Mn (K)

�����]�n¸{�]�<¦���°��s���+�]�{�Í�]�{�]�x�����+�<�s�0�����]���+����¦��x�+� � ¦��+���+���0�����0�+��¦����
�]���x�+�x}
� ⇐� ¶E�{°��



���O��¦�¦����

(IV.5.5) �

A
¸{�]�]¦���°��   �









A1

A2 } } }
An









�����x�+�[�]���
Ai

�]�<��°��
mi

�r���0�0�����Æ�r�����O�]���r}µ�&�{�]� �K�����
A

¸��<�]¦���°��Æ ��@�����¨�����<���{�����>ÈÉ���0�O��ÊI}
ÎZ�������W�����]�

A, B
¸{�]�]¦���°��r}

� ⇒� Î[�+�
B = S · A · S−1 �����

S ∈ � 
(n, K)

�x� �O¦������]�<�^�����
Kn ���@�����{�{�����{���0�ÄÃ^����� ���O¸{�]��� � Kn =

⊕

〈vi〉A
} ª �����+�]�<�]�<�&�����

S
¦����+¾£� ��� �

Kn =
⊕

S · 〈vi〉A
¶E�]�¥¦��{�<�0���¬�<���E���+�]� �O�+¦�¦�� � �O�{��� � ÁX�{�¬���0�

S · 〈vi〉A �T� �¬����¦�� �
S · 〈vi〉A = S ·

〈
v, Av, A2v, . . .

〉
=
〈
S · v,S ·Av,S · A2v, . . .

〉

¶E�]�¥����¦�� � B · (Sv) = S ·A · S−1 · (S · v) = S · A · S−1 · S · v = S ·Av�&�{�����¬¾£��¦����¬¾£¿Z�^�<��� �µ���0�+�<  �+�������
B �

Bi =
(
S · A · S−1

)i · (S · v)
(∗)
= S ·Ai · S−1 · (S · v) = S · Aiv

�x�Z� � �O���]�<���O�]�<�«  �
(∗) �

(
S · A · S−1

)2
= S ·A · S−1 · S ·A · S−1 = S · A · E ·A · S−1 = S · A2 · S−1

(
S · A · S−1

)3
=

(
S ·A · S−1

)2 · S · A · S−1 = S · A2 · S−1 · S ·A · S−1 = S · A3 · S−1

⇒
(
S ·A · S−1

)i
= S ·Ai · S−1

�&�{�<��� � S (〈v〉A) = 〈Sv〉B
} ª ¦���� � Kn =

⊕

〈Svi〉B¼½���]�{�<�<���<�]� � �&�{��ÈÉ���<�����{¦��x��¦	�[�<��� �����
B

���<¾ 〈Svi〉B
���+�

mi
}

¼½� �W����� �
mi (B) =

(∑

αk−i · T i
)

(B) =
∑

αk−i · Bi =
∑

αk−i · S ·Ai · S−1

= S ·
(∑

αk−i ·Ai
)

· S−1 = S ·mi (A) · S−1 = 0
�{�]¾ 〈Svi〉B

⇒ ÈÉ���]������¦��x��¦ �[�]��� �����
B

�{�]¾ 〈Svi〉B
�0�+��¦��

mi

¡ ÈÉ���]������¦��x��¦ �[�]��� �����
A

�{�]¾ 〈vi〉A
¢O}

� �E¾§��¦����E�<����¼½���]�{�<�<���<�]�<�µ�<�¥¦��{�<� �����O�{�<����� �� ��]�<�Ë�<�{�ÍÈÉ���]������¦��x��¦ �[�]��� �
�[���������O���0°��
���

A
�]�]�

B
����� �¼½�����<��� � A B = S ·A · S−1 � 〈v〉A  〈Sv〉B�&���O�{�<� � B  A = S−1 ·B · S = S−1 ·B ·

(
S−1

)−1 � 〈Sv〉B  
〈
S−1 · Sv

〉

A
= 〈v〉A�&�{�<��� �K� ���0�0�<�O�+°��<�+�]�<�nÈ ���]�����{¦��x��¦ �[�]�����¬���+��¦��+������°������+°��<���+¦��������0���Æ�]�<�¥�����]���<���O���������

⇒ � ¦��+��°��]�]�����
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/+	0���
	����1 � Ý ×Z�)�{	����
	 Ï ��(�	 Ð �
�W-r1'�I���
�)	 � "��{(

|<}��[}�~ � ¼W�+�����_���+¦�� � �·��� � �����0�����
�·�O� � �����0����� � p = pU � V→ V

V = U⊕U′ � pU (u + u′) = u
¾£¿<�

u ∈ U
�
u′ ∈ U′

~�}»¢
p2 = p ⇒ m|T 2 − T = T · (T − 1)

⇒ V = 

�����

(p)⊕ 

�����

(p− ���
) = � ��� (p, 0)

︸ ︷︷ ︸

+U′

⊕ � ��� (p, 1)
︸ ︷︷ ︸

+ U

�]���
(U) = r ⇒ χ

p (T ) = T n−1 · (T − 1)
r �

m1| m2| . . .|mk = m = T · (T − 1)
�
m1 ·m2 · . . . ·mk = T n−r · (T − 1)r

ÁÂ���E���+�<�+�����<�¥�]���
mi

�{�]� �T� �¬�����<�¬ ����+�YÈ ����¦���°��<���+������� �
¡ �£¢

p 6= 0, id
�_�<���<� � m = T 2 − T

¡ ���§¢ � ���3���+�]� � � m = mk = . . . = mh−(k−1)
�
mh−k = . . . = m1 = T�[�<��� � m = mk = . . . = mh−(k−1)

�
mh−k = . . . = m1 = (T − 1)

ª ¦��0� ���¢
T · (T − 1) h

¯3���{¦-�
T (h− k)

¯
���{¦-}Ô�&�{�����½¾£��¦����½¾£¿<�Ä�<����°��]���O������� �O����������°��]� �Ô��¦	�[�<��� �
χ

A = [T · (T − 1)]h · T k−h = T k · (T − 1)h ¾£¿Z�
k ≥ h

⇒ n− r = k
�

r = h
�

n− r ≥ n ⇒ 2r ≤ n�'¢
T ·(T − 1) h

¯
����¦v�
(T − 1) (h− k)

¯3���{¦-}��^�{�¨���Ô¾£��¦����µ¾£¿Z�K�]�{�·°��<�{���{���0���O���0�0����°��<� �µ��¦ �[�]��� �
χ

A = [T · (T − 1)]
h · (T − 1)

k−h
= T h · (T − 1)

k ¾£¿<�
k ≥ h

⇒ n− r = k
�

r = k
�

r ≥ n− r ⇒ 2r ≥ nª ¦��0� �·� ¦����¨�����������0�+��¦��+�0� 	��]���] ©�{¦�¦��+���Õ�x�+�0�0���¨�Í���]�<��°��
r =

�]���
( � ��� (p, 1))�&�{�����

p2 = p
�
q2 = q

}�¶E�{°��


���O��¦�¦����

(IV.5.6) � p
�]�<�

q
�0���<��¸{�]�<¦���°��

⇔ �]���
( � ��� (p, 1)) =

�<���
( � ��� (q, 1))�&���O�����0���Ä¼½� �W����� ¡ �]��°����©¿Z�r� � � ¦��+���+���������0�+��¦�� �O�����0 +¢ �

� ⇒� q = S ·p ·S−1 ⇒ S
¦����+¾£����� ² �����¨�����_�<���0�s�<�Y ��¬���0°��]�+� � �����+�Z�O¸{�]���+�n ��s���������x�+�<�+�

� ���������W� ��� }
� ⇐� V = � ��� (p, 0)⊕ � ��� (p, 1) = � ��� (q, 0)⊕ � ��� (q, 1)

}
� ����� �·� ��� (p, 1)

ϕ−→ � ��� (q, 1)
�_�����x�+�

ϕ ² ���������O�]�����Æ�]�
⇒ � ��� (p, 0)

Ψ−→ � ��� (q, 0)
�>�����x�+�

Ψ ² �0���������]�����s�<� �'�<���]���«�&�����+�]�0�����]�+�Ë¿<�x���O�����<�0�0���@¯
���+�r}
�&�{���<�+��¤�� � p

�]�<�
q
�0���<� ¡ �r��  ¿<��¦���°��������O�0°��]���+�<�+�]���Ä¼W���0�+�I¢��]�<��°��
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���������
	��������%'�)	0�¬	����
���-�
	����)	0� � �O�
ØÔ"{��$&Ü ���3${��� ��� .�	h�µ���
�¬���)	0�������
� /+	��)�!	���µ1 � 2

�&�{� � ���O�]�{�<��°��<�Æ¶E���O����¦��+�Z�]�O���_¦��+�J¾£¿Z�^ÈÉ�����O�� ��+�
� �+�����x�+�

A ∈Mn (K)
�
A : Kn → Kn

�x�<�À¼W�+���0�_���+¦'¿<�x���
C � χ

A (T ) =
k∏

i=1

(T − λi)
ri
�<�W���x�+�

λi 6= λj
¾£¿<�

i 6= j
}·�&�{�]�

~�}»¢
V =

⊕



���O�

(A− λi ·E)ri

|<}��[}�~ � �^���_�<���0����� � (IV.5.c) � 
 ���O�
(A− λi ·E)ri

¯ �����O�{¦�¦����+���+���<�����0� � �����+�Z�O¸{�]���¹�[�]� �
� �{�<�<�0��¸��<���



���O�

(A− λi · E)ri
�����O�<�+�s�{¦��µ�����O�{¦�¦����+���+���]�����0� � �����+�Z�O¸{�]���K�[�]��� � ���Z�]���O¸{�]���W�x�+ ��+��°��Z¯

�]� � }
� �½����¦�� �·� ��� (A, λi) ⊆ 


� �O�
(A− λi ·E)

ri

º[}»¢Æ�^�������½� �O�]�{¦����+���¬���Ä�]�Z�O°��T¼½�{�0�����W��°��]�0�+¦ �

S ·A · S−1 =









C1

C2 } } }
Cn









�����x�+�r�]���E�+���<  ��¦��<�+�
Ci

�<���E¼W�+��°��<�O�+���_�<�]�@�����
(A− λi ·E)

ri
¦�����¾£���O�x}

�Z}»¢
v1, . . . , vk

�0�+�����¹¼½�{�0���½�����
U = 


���O�
(A− λ · E)

r �
B := A− λ · E } ª �]¾

U � Br = 0

⇒ �{¦�¦��E�{�<¾§�0���������]�]���Ë¼W¦��[°����n���+� ���O����  �¥�<��¦��x���0�+���0�+�¹ÈÉ���0���� ��+�r}
ÎZ���

Br = 0
�
v1, B · v1, B

2 · v1, . . . , B
r−1 · v1

�]�<�
Br · v1 = 0

}·�^��� � ¦��+���+���������0�+��¦�� �O�����0 Ä¦����+¾£�����
���]� �
� �½��Ê[�����������O���

v1, . . . , vl
����� �

U = 〈v1〉B ⊕ 〈v2〉B ⊕ . . .⊕ 〈vl〉B��� �]���¨¼W���0��� (
v1, B · v1, . . . , B

t−1 · v1, v2, B · v2, . . . , B
s · v2

) �������x�+�
Bt · v = 0

���¬���O�
B

�����
¾£��¦����½�x�+��°��<�O�����x�+� �









B1

B2 } } }
Bn









�����x�+�r¾£¿<�Ä�]���E�+���] ��+¦��]�+�
Bi

����¦�� �

Bi =
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