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SUTWV XZY\[$]_^a`Rb
(VI.1) c XedUdgf�hi]Wj�Y\^a`Rjik�l�km^a`Rno`

pRqsrtqsr u4v�w\xzy|{s}tx
(VI.1.a) ~���� x\vm�I���7x7��y����!�\�

An

� {����\v�w\x\{sv���v*x
An (K) = Kn �!����� � x\v�xe���\xR��y+���!�7���O}���v*{

An (K) = { (x1, . . . , xn)|xi ∈ K}
� x��\{sv*�|v����7�!�s�P�+�7��v*���7v*x���{����t}�x�v*{�x7v*����v*{s�sv*x7���!�7��q
���R� �i��{sx\x7v����\x7¡ ~ Kn {s�+y'¢£v���y|}������!�\�¤�¥{sy

Kn = {(x1, . . . , xn)|xi ∈ K}¦ v*�7��xR�§��{s���7v©¨Ixzy|vm���|���7v*{s�\�\x7¡;�t}�x�� � x7v*�ª���\xR��y+���!�7�«�\x7�e¢�v���y+}��������7��q
¬ v�{

P = (x1, . . . , xn)
�\x7�

Q = (y1, . . . , yn)
q��9R�I�7v*xe¢�v��|�?{sx\�\�7x\¡��+��v���y|}�� ¡t{s�sy ~

−−→
PQ := (y1, . . . , yn)− (x1, . . . , xn) = (y1 − x1, . . . , yn − xn)

pRqsrtq�® uI��v*{$¯Av*¡tv*�s�|�|�\x\{�y�y|v ~ �$�s��{��?�+vt°U±³²���v��|�´v��£�\x7�µ�i�a���a��v*��¶·�\{sv��©x��7�¸u4�a���+y+v*�s���7x\¡�{s�
R2 ¹

u4{svA���\xR��y|�¥v*x7¡tvIv*{�x7v����$�s�s{s�\�|v4{s��¨I���+�\���\x\¡;�'{s���º�\�7������»-}t�s¡tv�x\�\v ¦ ��v*{s�����7x\¡¼��v*�+���7��{svm½
��v*x ~ x2

a2
+

y2

b2
= 1

y

x
a

b

��¾!¾!�¿��ÀaÁ!�!Â�i�-,
.m�ÄÃg���¿�¿���W	��¿&ÆÅ�(
���!(
Á!�!Â
�${sx\vA�i���s{��?�|vI��ÇaÈ�y��+{��|��¡tv*}��Évmy+��{s�|�|�Ê»-}���¡�v*x\�7v����¥�aÈ§v*x¥�t}�x\�+y����7{�v���v*x ~

Ë9ËÌ Í9ÍÎ

y

x
a

b

F1 F2

l1 l2

��¾!¾!�¿�¿ÀaÁ��!Â���-,·Ïa�?Â�	+%�&'	F�
(����
� �!	$�i%����·�
(�Á!Ð��
��%m� 	��¿�!	+(9Ãg���¿�¿���W	
u4�a��v*{g�|{sx\�

F1

�\x7�
F2

�7{�vIÑÒ��v�x\x7�\�\xR��y|vtq$u4{sv4�i���s{s�\�|v�{s�+yO�\v��D¡tv*}��¥v�y+��{��+���\vIÓ'��ym°7�!xº�7v*�
�!���sv¼���7x7��y+v

P
�É{�y

l1 + l2 = c (c =
��}tx\��y

)
�|{sx\��q4uI{�v;���7x7��y+v ±a

�7x\� ±b
��v*Ô�v*{s���\x7v*xÕ�7{�v

¬ �|�\x\{�y�y+�\�\x7��y+v©�É{�yÒ�\v*x � ���\�+v*x´q
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�97� �7{�vA���7x7��y+�Év�x\¡tvAv�{�x7v���±³²���v�����v*��{��ª¨I���+�\���\x\¡¥¡�{���y ~ x2

a2
− y2

b2
= 1

»-R�
a, b > 0

y

xa−a

��¾!¾!�¿��ÀaÁ!�!Â�i�-, � �����*��	+(�¾t	��§�¿&ÆÅ�(
���!(
Á!�!Â
�${sx\vA±³²���v��|�´v��´�sÇaÈ�y��|{s����¡tv�}t�¥v�y���{��+���É»-}t�s¡tv*x7�\v����É�aÈ§v*x¥��}tx\��y+���\{sv���v*x ~

���� ����

�	

y

xa

l1
l2

P

−a

��¾�¾!����ÀaÁ!��Â���-,�
��ÄÂ�	+%�&'	F�
(����
� �!	i�i%����W��(
Á!Ð����¿%��I	��¿�!	�(����*��	+(�¾t	��
u4�a��v*{��|{sx\�

F1

�7x\�
F2

�\{sv³ÑO��v*x\xR�?�7x7��y+vtq�u4{sv³�i���s{s�\�|vI{���yD�7v���¡tv*}��¥v�y+��{��+���\v4Ó��|ym°7�Ò}¼���s�sv
���\xR��y|v

P
�¥{�y

l1 + l2 = c (c =
��}tx7�+y

)
q£uI{�v � {�xR�tv*�s�\�!���?{sv���v*x7�\v*x¼�|{sx\� �\{sv � �+²§� �\y+�\}�y|v��7v��

��v*{s�\v*xe±³²���v��|�´v����a���¥v
�97� v*{sx\vA���a���a��v*�9{���¨I�+�7���\x7¡ ¡t{s�sy ~ y2 = p · x »-R�

p > 0
q

y

x

��¾�¾!����ÀaÁ!��Â���-,�a���Ä��( ��¾t	����¿&ÆÅ�( ���!(�Á��!Â
�${sx\vA��{s���zy+{�¡�v ¡tv*}��Évmy+��{s�|�|�\v³�i{�¡�v*x\�+���\�!» y��7v��I�i�a���a��v*�9{s�+y�°Ä�\�aÈÊ���s�sv ¬ y+�����7��v�x {s�ªÑÒ��v�x\xR½
�?�7x7��y�» }��§�\�+�|{sv���y'�Ov����\v*x�q

��

y

xF

��¾!¾!�¿�¿ÀaÁ��!Â���-,��!����%�Ð*Á��
�W�¿	�(
Á!�!Â'���¿��	+(�)���( ������	+�IÁ!&��P(�	+�!�!�!Á!��Ðm�
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¦ v*}��Évmy+��{s�|�|�\v³¯ }tx7�+y����7��y+{�}�xev*{sx\v�� ���a���a�´v��

��

y

xF

g

l2

l1

��¾�¾!����ÀaÁ!��Â���-,WÙ*�g"$	�%m&D	���(
��%���� ��	$�i%����W��(
Á!Ð����¿%��I	��¿�!	�(��Ä��(
��¾�	+�
�97� v*{sx\v�°?Ô��7�

y− � ���7�|vA�?�a���!�s��v���v*x ¦ v����!�\v
(g)

¡�{���yA¶·�¥{sy
l1=̂ ⊥

¬ y|Ry|Ô�vA�!�\»�¡ ¹ ~ l1 = l2

pRqsrtq�� ¯I}§}����\{sx\�ay|v�xzy+���!x7�|»-}����¥�!y+{s}tx
� {��³�O}t�s��v�xZx��7x �\�!� �gv*xzy+���\� �\v�� �i���s{��?�|v x2

2
+

y2

1
= 1

x7���|�
(1, 1)

��v����+���\{sv���v*xÕ�7x\� �7{�v
�$�s�s{s�\�|v³�!x\�+���\�s{sv�È§v*x\�Ê�\�

45◦
¡�v*¡tv*xº�\v*xe¨I�7��Ô�v*{s¡tv����|{sx\xe�R��v*�\v�x ~

����
��

x

y

1
√

2

y

x

v
u

P

(1, 1)

��¾!¾!�¿�¿ÀaÁ��!Â���-,
	!�?Ä	�( �
� �!��	+¾!Á!�!Â'Á!��À��i(
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� x\�|�|�\�s{�v�È§v�x\�I��v*�+���7��v*{s��v*x ��{����\{sv£�tv����|���7}���v*x\v��7x\�³¡�v*�7��v*�zy|v��i���s{��?�|vi{�x4�\v*x
(x, y)− ¯ }§}����7{�x7�!y+v*x�q

±A{sv���Ô�� �¼\�+�|v*xov*{�x7v�ÑDv*Ô�{�v����\x\¡µÔ���{s�|���7v*x �\v�x ¯ }§}����7{�x7�ay|v*x7�+²§��y|v*�¥v*x
(x, y)

�7x\�
(u, v)�!�\»-��y|v����sv*x ~

�

��

��

(0, 0)

(1, 1)

y

x

P
v

u

u√
2

v√
2

��¾!¾�����ÀaÁ!�!Â�i�-,���� �P	�×��¿	��*Á!��ÂÒ×��9�¿�
� �!	��³Àa	+�³�i%*%�( Àa�¿�����
	������a�·�
	�&'	��
(x, y)

Á!��À
(u, v)

u4�!�¥{�y ~ x− 1 =
u− v√

2

�7x\�
y − 1 =

u + v√
2

q � �\�7{sy+{�}�xÉ��v*Ô�{sv*���\x7¡t�+�Ov*{s�|v ¬ �R�\y����a��y|{s}txÊ��{svm½
»-v���x ~

x + y − 2 =
√

2 · u − x + y =
√

2 · v
� {�����{s�|�|v�x ~ (u, v)

���7x7��y��7v�� �$�s��{��?�+v ⇔ u2

2
+ v2 = 1

q��i{�x7�|v�y+Ô�v*xº�s{�v�»-v���y ~
(x + y − 2)

2

4
+

(y − x)
2

2
= 1
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��� �|v�xº��{��Ix��7x��!�\»
°Ä�+};v����7�!�sy+v*xe��{�� ~
4 = x2 + xy − 2x + yx + y2 − 2y − 2x− 2y + 4 + 2y2 − 4yx + x2

⇔ 0 = 3x2 + 3y2 − 2xy − 4x− 4y

� {�� v����\�!��y|v�x v�{�x7v��Iv*�s�ay|{s}tx�°?�7v��4�¥�!x�x\{s���zy��7{s��vm��y���x7�|v*�7v*xe�!�!x\x�°g�\�aÈev*���+{��|� �7��v�{�x7v
�$�s�s{s�\�|v �\�!x\�7v*�sy�q��A�!���=v�{�x7v*� x\{s���zyº�|}o�sv*{s���zy+v*x ¯ }§}����7{�x7�!y+v*xz�Ov*���7�|v*��� � x\x7v*x ��{���v*�
�sv*{��|�zy�v�����v*x\x7v*x´q

pRqsrtq�� u4v�w\x\{�y|{s}tx
(VI.1.b) ~�� � x7v*�'¯ }§}����7{�x7�!y+v*x7�+²§�+y+v*�

�${sx ¬ ²§�+y+v*� K = (P0|P1, . . . , Pn)
�\v*{�È�y'� � x7v*�'¯ }R}����\{sx\�ay+v*x\��²§�+y+v*���\v��

An °\�Ov*x7x�¡t{s�sy ~
¶ � ¹ P0, P1, . . . , Pn ∈ An

¶ ��� ¹ −−−→P0P1

° −−−→
P0P2

°
. . .

° −−−→
P0Pn

�?{s���7v*xev*{sx\vAÑÒ���+{��D�\v*�
Kn

�A}�y+�ay|{s}txº�\x\��ÑÒv*Ô�v*{��|�\x��\x7¡ ~
¶·{ ¹ P0

��{������!���D¯I}§}����\{sx\�!xzy|v�x��7�����\���7x\¡;��v*Ô�v*{��|�\x\vmy
¶·{�{ ¹ P0P1 := P0 + K · −−→P0Pi =

{
P0 + λ · −−→P0Pi

∣∣∣λ ∈ K

} ��{������!���
i
½�y|v ¯ }§}����7{�x7�!y+v*x7���|�\�|v

��v*Ô�v*{s���\x7v�y�q
¬ v�{

P ∈ An q
P

��{����Ê��v*Ô�\¡���{s��� K �7�7���|��v*{�xÉ¯ }R}����\{sx\�ay+v*xzy+�7��v*�
(y1, . . . , yn)K

�´v��|���R��{�vm�´v�x ~

P = (y1, . . . , yn)K ⇔ −−→
P0P =

n∑

i=1

yi ·
−−→
P0Pi ⇔ P = P0 +

n∑

i=1

yi ·
−−→
P0Pi

	


x

y

z

P0

P1

P2
P3

��¾�¾!����ÀaÁ!��Â���-, .+Ü!�Ä�i%*%�( Àa��������	+�����*�W��	+& ��&
A3

pRqsrtq�� u4v�w\x\{�y|{s}tx
(VI.1.c) ~ ¬ y|�!x7�\�a���7��}§}����7{�x7�ay|v*x7�+²§��y|v*�

E

� {��O�\v�w\x\{sv���v*x
E

�!���
E = ((0, . . . , 0)| (1, 0, . . . , 0) , . . . , (0, . . . 0, 1, 0, . . . , 0) , . . . , (0, . . . , 0, 1))

�O}�½
��v*{P�7{�v

1  v��Ov*{��s�'�!x��\vm�
i
½�y|v�x ¬ y+v*�s��v³��y|v��zymq�ÑÒv*{s�+�?{sv*��»-7�

n = 2 ~

����

P2

P1

(0, 0) (1, 0)

(0, 1)

��¾!¾�����ÀaÁ!�!Â�i�-,
.m.����P	����W����	+� ���!(i)�� ����À!��(
À!Ð�%*%�( Àa�¿�����
	������a�·�
	�& ��&
R2
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pRqsrtq¿p u4v�w\x\{�y|{s}tx
(VI.1.d) ~ �$�R�§��{s�\{s�|���7v*�D¯ }§}����7{�x7�ay|v*x7�+²§��y|v*� K

¬ v�{
K = R

q K �\v*{�È�y�v*�R�§��{s�\{s�|���7v*�£¯ }§}����7{�x7�!y+v*x7�+²§�+y+v*��°t�Ov*x7x¥�\{sv�¢£v���y|}���v*x −−−→
P0P1, . . . ,

−−−→
P0Pnv*{sx\v©Ó'��y+�\}tx7}����¥�!���?�!�|{s�Ò�7v*�

Rn �´v�Ôm7¡t�s{����º�\v*� ¬ y|�!x7�\�a���\���!�!���a���7��}§�\�7��y��\{��s�\v*x�q

pRqsrtq � ¬ Çay|Ô����7v*x
(VI.1.1) ~ � �?�+y+Ç!x\�7v Ô��Ov*{sv��º���7x7��y+vZ{s� v*�7�§�s{��7{��+���\v�x ¯I}§}����\{sx\�ay|v�x\�+²z½

�+y+v*�
¬ v�{ K v*�7�§�s{s�\{s�|���7v*�4¯ }§}����7{�x7�!y+v*x7�+²§�+y+v*��°

P = (x1, . . . , xn)K
�\x7�

Q = (y1, . . . , yn)K
q¼uI��x7x

¡t{s��y ~
d (P, Q) =

∥∥∥−−→PQ
∥∥∥ =

√√√√
n∑

i=1

(xi − yi)
2

ÑDvm�Òv�{�� ~ P
�7x\�

Q
� � x7x\v*x�v*{sx\�7v*�7y+{s¡¼�\�a��¡�v*�+y+v*�s�syÒ�Ov����\v�x ~

P = P0 +

n∑

i=1

xi · vi Q = P0 +

n∑

i=1

yi · vi

�97� �7v*xe¢�v����\{�x7�\�7x\¡t���tvm��y|}��I¡�{���y'x��7x ~

Q− P = P0 +

n∑

i=1

yi · vi −
(

P0 +

n∑

i=1

xi · vi

)
=

n∑

i=1

(yi − xi) · vi

� {�����{s�|�|v�x ~
∥∥∥−−→PQ

∥∥∥
2

=

〈
n∑

i=1

(yi − xi) · vi,

n∑

i=1

(yi − xi) · vi

〉
=

n∑

i=1

(xi − yi)
2 ·
〈

n∑

i=1

vi,

n∑

i=1

vi

〉
=

n∑

i=1

(xi − yi)
2

�Ov*{s�
(v1, . . . , vn)

v*{sx\v©Ó'��y+�\}tx7}����¥�!���?�!�|{s�Ò{s�+y�q

pRqsrtq�� ÑDv*{s�+�\{�v*� ~ ¯I}§}����\{sx\�ay+v*x\��²§�+y+v*�¥v
� {��e�O}t�s��v�x v*x7�\�s{����Æ�\{s�¥v*x\�+{�}�x\�!��v ¯ � ����v��e��v�y����!���zy+v*x´q����R���i��{sx\x7v����\x7¡ ~ Fp = Z/pZ

(p
�£��{��¥Ô��!�\�

)
q

u4vm�
F2

2

�sÇaÈ�y'�+{������sv*{s���zy��!�\» Ômv*{s���7x\v*x�°Ä�\�¸v*��x��7� �!�\�'�§{sv�� ���\xR��y|vA��v*�+y+v*�zy ~

��

�� ��

	
(0, 1)

(0, 0)

(1, 1)

(1, 0)

��¾!¾!�¿��ÀaÁ!�!Â�i�-,
.�Ïa�
F2

2

� xe�\{sv*�+v*� �R�!����{���yD�7�!� ¬ y+�!x\�\�a���R�t}§}����\{sx\�ay+v*x\��²§�+y+v*�
E = ((0, 0)| (1, 0) , (0, 1))

q�uI�!�É{�yO�|{sx\�
�\{sv�� � �|�\�|v�xz�tv���y+}���v*x�

v1 = (1, 0)
�7x\�

v2 = (0, 1)
q

�97� �7{�vA���7x7��y+v¸�7v�� v����+y+v*x � ���\�+v¸¡�{���y ~
P0 + Kv1 = {P0 + λ · v1

»-7�
λ ∈ F2} = {P0, P0 + v1}

� ���+}Z�+{�x7� �7{�vÊ���\xR��y|ve�7v���� v*x7¡tv {(0, 0) , (1, 0)} �\{svºv����+y+v � ���7�|ve�7x\� {(0, 0) , (0, 1)} �\{sv
Ô��Òv�{sy+v � ���\�+vtq
�A�\x �O}t�s��v�x ��{s�¼v*{sx �!x7�\v���v��©¯ }§}����7{�x7�ay|v*x7�+²§��y|v*� K′ = { (1, 1)| (0, 0) , (1, 0)} ��v�y����!���zy+v*x´q
� {���� � x\x7v*x���v�{����zy'Ômv*{s¡tv�x´°?�7�aÈ K′ �!�7����¯I}§}����\{sx\�ay|v�x\�+²§��y|v��¤{s�+y�°7�\�
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��

�� ��

��(0, 1)

(0, 0)

(1, 1)

(1, 0)v1

v2

��¾�¾!����ÀaÁ!��Â���-, . � �
v1

Á!��À
v2

�¿&
F2

2

¶·{ ¹ � �s��v³���7x7��y ∈ F2

¶·{�{ ¹ �9R� �\{sv³¢�v����\{�x7�\�\x7¡t���tv���y+}���v*x�¡t{s�sy ~
−−−→
Q0Q1 = Q1 −Q0 = (−1,−1) = (1, 1)

−−−→
Q0Q2 = Q2 −Q0 = (0,−1) = (0, 1)

� �!xe�+{�v*�zy'��v*{s���zy�°?�7�!ÈÊ�\{sv³¢�v��|�?{sx\�\�7x\¡��+��v���y|}���v*x��+{�x7�e��{sx\v��!���7x\�a�?�7Ç!x\¡t{s¡7q
u4�!�¥{�y'{s�+y'�!�7��� K′ v*{sxe¯I}§}����\{sx\�ay+v*x\��²§�+y+v*�¥�\v*�

F2
2

q
�A�\xe�O}����sv*xÊ�'{s� v*{sx\v*xº���\x7��y

P = (0, 1)K
{sx K′ ��v*�|�|�7��v*{���v*x ~ P = (y1, y2)K′

q��$�D¡t{s�sy ~
−−→
Q0P = y1 ·

−−−→
Q0Q1 + y2 ·

−−−→
Q0Q2

⇔ (1, 0) = y1 · (1, 1) + y2 · (0, 1)

y1 = y2 = 1
� � È�yÒ�\{sv*�|v ¦ �sv*{s�����\x7¡;v*{sx\�\v��7y+{�¡R°\�7�

v1, v2

v*{sx\vAÑÒ���+{��Ò�?{s���7v*x´°7�!���+};¡t{s�sy ~
P = (0, 1)K = (y1, y2)K′ = (1, 1)K′

pRqsrtq	� ¯I}§}����\{sx\�ay|v�xz�Òv����\�+v*�
¦ v*¡�v���v*x �+v*{ K = (P0|P1, . . . , Pn)

�É{�y ÑD�!�+{��
A =

(−−−→
P0P1, . . . ,

−−−→
P0Pn

)
+ (v1, . . . , vn)

�\v*�
Kn

�\x7� K′ = (Q0|Q1, . . . , Qn)
�¥{syÒÑD�!�+{��

B =
(−−−→
Q0Q1, . . . ,

−−−→
Q0Qn

)
+ (w1, . . . , wn)

�7v*�
Kn q

u4�!x7x�v�
§{���y|{sv���yDv*{sx\v�I��v���¡t�!x\¡��|�¥�ay+��{�
 ~

MB

A (
{��

) =



↑ ↑

w1 · · · wn

↓ ↓


 =: S =

(
sij

)

� {��¸�'{��+�|v*xµ�!�\� �7v�� � {sx\v*�a��v*x � ��¡�v��\��� � ~ � x �\v*x ¬ �?�!�sy+v*xµ��}tx
S

��y|v��\v*x �\{svÉÑDv*�+���7��v�{�½
�?�7x\¡�v*xº��}tx

wj
{�xe�7v�� ÑD�!�|{s�

A ~
wj =

n∑

i=1

sij · vi

�A�\x ~ P = (x1, . . . , xn)K = (y1, . . . , yn)K′

°
Q0 = (a1, . . . , an)K

��

��
��

P

Q0

P0

��¾!¾!�¿�¿À!Á!�!Â���-, . 
��g)a� �!	�&��'Àa	+(�Ä	�(
¾!�¿��ÀaÁ!�!Â����m	�Ð���%m(�	+�
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pRqsrtqsr�� ¬ �!y+Ô
(VI.1.2) ~ ¯ }R}����\{sx\�ay+v*xz�Ov*���7�|v*�

� x�}��\{�¡�v�� ¬ {�y|�7�ay|{s}txe¡�{���y ~
yT = S−1 · (x− a)

T

�O}���v*{
x = (x1, . . . , xn)

°
y = (y1, . . . , yn)

�\x7�
a = (a1, . . . , an)ÑDvm�Òv�{�� ~�� �\�+��v*���\x7v*x��\vm�I¯ }§}����7{�x7�ay|v*xº{��ªx\v��\v*x ¬ ²§�+y+v*� ~��

−−→
Q0P =

n∑

j=1

yj · wj = −−−−→P0Q0 +
−−→
P0P = −

n∑

i=1

ai · vi +

n∑

i=1

xi · vi

�${sx\�+v�y+Ômv*xÊ�t}�x
wj =

n∑

i=1

sij · vi
�7x\���!x\�+���\�s{sv�È§v*x\�7v*��¯ }Rv � Ôm{sv*xzy+v*xz�tvm��¡t�sv*{s���e�s{�v*» v���y ~

n∑

j=1

sij · yj = xi − ai
»-R�

i = 1, . . . , n

u4�!�¥{�y ~ (x− a)
T

= S · yT ⇔ yT = S−1 · (x− a)
T

pRqsrtqsrtr ¬ �´v�Ôm{s�!��»-�!�s�P�7v*�'¯ }R}����\{sx\�ay+v*xz�Ov*���7�|v*�s�
�A�\xe�O}����sv*xÊ�'{s� x\}§����v�{�x7v*x ¬ ��v*Ô�{s���s»-�!�s�´�7v*��¯I}§}����\{sx\�ay+v*xz�Ov*���\�+v*�s�D��v�y+�����|�zy|v*x ~¬ v�{

K = R
° K = E

�7x\���+v*{ K′ v*�7�§�s{s�\{s�|���7v*�D¯ }§}����7{�x7�!y+v*x7�+²§�+y+v*��q
¬ {sx\�

(w1, . . . , wn)
Ó��|y|�7}tx\}����¥�!�s�\���+{���°��\�!x7xº�?{s���7v*x¥�!�\��� (

wT
1 , . . . , wT

n

) v*{sx\v³Ó���y+�\}�x\}����¥��� ½
�?�!�+{���q£u4�!�¥{�y ~

S =



↑ ↑

wT
1 · · · wT

n

↓ ↓


 ∈ O (n)

�${sxe¯Av*x7x\Ô�v*{s���\v*x�}���y+�\}t¡�x\�!�sv�� � �!y���{sÔmv�x�{���y ~ ST · S = E ⇔ S−1 = ST

pRqsrtqsr!® ¯ }���}����s�a�
(VI.1.3)

ÑDv�{�� � �´vm��¡t�!x\¡¸�t}�x�v*{�x7v*� ¬ y|�!x\�7�a���7��}§}����7{�x7�!y+v*x7�+²§�+y+v*�¤Ôm��v�{�x7v*�Kv*�R�§��{s�\{s�|���7v*xe¯ }§}��|½
�\{sx\�ay+v*x\��²§�+y+v*�ª¡t{s�sy ~

y = (x− a) · S
ÑDvm�Òv�{�� ~

yT = S−1 · (x− a)
T

= ST · (x− a)
T

⇔ y =
(
ST · (x− a)

T
)T

=
(
(x− a)

T
)T

·
(
ST
)T

= (x− a) · S
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pRqsrtqsr � ÑÒv*{����?{sv*��»-7� v*{sx\v*xº¯I}§}����\{sx\�ay|v�xz�Òv����\�+v*�
� {�� �´vmy+���!���zy+v*x

E
{s�

R2
�7x\� K′ °��\�aÈÕ���7�

E
°i�7�7���|� v*{sx\v¥u ��v*���\x7¡��\�

450
¡tv*¡�v*xµ�\v�x

¨4�R��Ô�v*{�¡�v����+{�x7xÊ�7x\�ºv�{�x7v4�!x\�+���\�s{�vmÈ§v*x\�7vI¢�v����|���7{�v��\�\x7¡¼�\� �\v*xÉ¢�v���y+}��
(1, 1)

�\v��|�t}���¡tv*�zy�q
¶_¢�v���¡���v*{s���7vA���7����ÑDv*{s�+�\{�v��´�¥{�yD�i���s{s�\�|v

(6.1.3) ¹

�� ��

��

(0, 1)

(1, 0)

K′E

(1, 1)

��¾�¾!����ÀaÁ!��Â���-, .�a�
E

Á!��À K′
ÑDvmy+���!���zy+v*x���{�� �\{sv³¢�v���y+}���v*x

w1, w2

x\Ç!�7v��4�+};�|v��\v*xº�'{s���sv*{s���zy ~

��
−
√

2
√

2

√
2

√
2

��¾�¾!����ÀaÁ!��Â���-, . �!�	��
��!	+(�	 �P	F��( ��� ���
Á!�!Â ��%��
w1, w2

u4�!�¥{�y ~ w1 =

(
1√
2
,

1√
2

)

K′

�7x\�
w2 =

(
− 1√

2
,

1√
2

)

K′

q uI���¥{�yÉ�|{sx\� �\{svÕ�${sxzy���Ç!¡tvÕ��}tx
S

��v��!�!x\xzy��7x\�e��{�� v����7����y+v*x ~

S =




1√
2
− 1√

2
1√
2

1√
2


 ∈ O (2)

�A�\xe�OÇ!�\�sv*xº�'{s� v*{sx\v*xº���\x7��y
P ~

�

��

��

v u

(1, 1)

P

��¾�¾!����ÀaÁ!��Â���-, .�Ù*� �gÁ!��Ðm�
P

P
�7�!y'x��\x�u4�a����y|v����s�\x7¡tv*xe{sx

E
�\x7� K′ ~

P = (x, y)
E

= (u, v)K′

�A�\x�¡�{���y ~

(u, v)
T

= (x− 1, y − 1) ·




1√
2
− 1√

2
1√
2

1√
2




� �\�+��v*���\x7v*x��s{�v*» v���y'�7�!������y��´vm�!��x7xzy|v ����¡tv��\x\{s� ~
u =

x− 1√
2

+
y − 1√

2
=

x + y − 2√
2

, v = −x− 1√
2

+
y − 1√

2
=

y − x√
2
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SUT�� ����YÄh�f�]��g`RjL]�j
Rn

pRq�®§qsr u4v�w\x\{�y|{s}tx
(VI.2.a) ~�� �7���R��{��

¦ v*¡�v���v*xe�|v�{�v*x
aij , bi, c ∈ R

»-7�
i, j = 1, . . . , n

q£u4{sv � v�x\¡tv

Q :=



x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣

n∑

i,j=1

aij · xi · xj +

n∑

i=1

bi · xi + c = 0





�\v�{sÈ�y � �7���R��{�� ¶·�!���s¡tv*�¥v*{sxÉ¯Av*¡tv*�s�|�|�\x\{�y�y|v ¹ q

pRq�®§q�® ÑDv*{s�+�\{�v*�sv4» 7� � �7�!�7��{��tv�x

�97�#�7v*x
R2

�´v��|���R��v*{��\yi�\{sv ¦ ��v�{������7x\¡ x2

a2
+

y2

b2
= 1

v*{�x7vD�i���s{s�\�|vÒ�É{�y��\v*x � ���7�|v*x7�|���7x\{�y+y+v*x
a

�\x7�
b

y

x
a

b

��¾!¾!�¿��ÀaÁ!�!Â�i�-,
. 	!�?Ãg�¿���¿����	�&D�����9� ����	����
� �!�!���W�
	��
a

Á!��À
b

� {����\�a��v*x�» ��7�\v�� �+���\}�x�¡tv*�+v*�\v*x
(6.1.3)

°Ä�\�aÈÉ�\{sv ¦ �sv*{��|���\x\¡

3x2 + 3y2 − 2xy − 4x− 4y = 0

�!�\����v*{sx\vA�i���s{��?�|vI�\�a����y|v*�s��ymq

	
	�
�

y

x

v
u

P

(1, 1)

��¾!¾!�¿�¿À!Á!�!Â���-, .����?Ãg���¿�¿���W	�&'����%�¾!�¿Â�	+(�"$��	+�¿� �*Á!�!Â
�$��{s�+y$x\{s���zy#}t�7x\v��Ov*{�y|v���v*�£v����+{��|�zy|�s{��|�´°§�\�aÈ¸�\{sv�}��?{s¡tv ¦ �sv*{s�����\x7¡Av*{sx\v��$�s�s{s�\�|vD��v*�+���7��v�{s�7ymq
u4v��|�\�!��� �Ò}����sv*xo�'{s�Êx��\x �!���s¡tv*�¥v*{sx\vÉ¢�v���» ���R��v*x v*xzy ��{s�|�§�sv*x �\� � �7�|�|�!¡�v*x 7��v�� ¦ ��v�{�½
�����7x\¡tv�x �7v���}��\{�¡�v*xe�R}����ªy���v���v*xeÔ��e� � x\x7v*x´q

pRq�®§q�� ¢�}�����v*�¥v��|�§�\x\¡�v*x
Ó��\x\vA�i{�x7�|���R��Ç!x7�§�7x\¡ ~ aij = aji

°?�\v*x7xe»-7�
i < j ~

aijxixj + ajixjxi = (aij + aji) · xixj =
aij + aji

2
· xixj +

aij + aji

2
· xjxi

Ö§	���×���	#Ø���Àa	�(
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�$�D»-}t�s¡�yD�\{svAÑDv*�7���R�\y+�\x7¡7q
�A�!����u4v�w\x\{�y|{s}tx ~ Q =

n∑

i,j=1

aijxixj +

n∑

i=1

bixi + c = 0
q�u4�

aij = aji
»-}���¡�y'�7x\�¥{sy�y+v*�s�\�a� ~

A =


 aij


 ∈ ¬ ²§�

(n, R)

¬ v�{
x = (x1, . . . , xn)

�\x\�
b = (b1, . . . , bn)

qÕu4�!x\x ��ÇaÈ�y©�|{s��� �\{svº}��\{�¡�v ¦ �sv*{s�����\x7¡Z�!�\�|� {�x
� �ay+��{sÔ�v*x\»-}����¤�|���R��v*{��´v�x ~

n∑

i,j=1

aijxixj +
n∑

i=1

bixi + c = 0 = x · A · xT + b · xT + c = 0

�\v�x\x ~

x · A · xT = (x1, · · ·, xn) ·


 aij


 ·




x1qqq
xn




b · xT = (b1, · · ·, bn) ·




y1qqq
yn


 =

n∑

i=1

bi · xi

u4vm� ¬ �ay|ÔAR�´vm���\{sv©±A�!�R�\y+���|�\�|v�xzy+���!x7�|»-}����¥�!y+{s}tx��s{�v*» v���y ~ S ∈ O (n)
�¥{syÒ�\v�� �i{�¡�v*x\�+���\�!» y

D := ST ·A · S =




λ1 q q q
λr

0 q q q
0




�O}���v*{
r =

��¡
(A)

�\x7�
λi ∈ R \ {0}� {s���zy+{�¡ ~ uI{�v ¬ �?�!�sy+v*xz��v���y+}���v*x ��}tx

S
�?{s�s�\v*x;v�{�x7v Ó���y+�\}�x\}����¥�����?�!�+{��i���7���${s¡tv*xz��v���y+}���v�x

��}tx
A

q

d ÑDv��Ov*{s� ~ S =



↑ ↑
v1 · · · vn

↓ ↓


 °

ST = S−1
°Ä�7�

S ∈ O (n)
q£u4�!�¥{sy ~

A · S = S ·




λ1 q q q
λr

0 q q q
0




� v*���\x7v*xe��{���x��\x��Ov*{�y|v����!�7�m°Ä�+};v����7����y+v*xº��{�� ~

A · S =




↑ ↑
A · v1 · · · A · vn

↓ ↓


 =




↑ ↑ ↑ ↑
λ1 · v1 · · · λr · vr 0 · · · 0
↓ ↓ ↓ ↓




u4�!�¥{�y ~ A · vi = λ · vi
»-7�

i = 1, . . . , r
�\x7�

A · vj = 0
»-7�

i = r + 1, . . . , n c�${sx\�+v�y+Ômv*xº��{sv*»-v��|y'x��\x ~ ST ·A · S = D ⇔ A = S ·D · ST q � {s��v����\�!�sy+v*x ~
x · A · xT + b · xT + c = x · S ·D · ST · xT + b · ST · S · xT + c = y ·D · yT + b′ · yT + c

Ý Ï!� �iÁ���Àa(
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� �!	#"$	�%�&'	���(
��	 )*	�����	�i�-,
.m.

�O}���v*{
y = x · S �\x7�

b′ = b · S q£ÑDv�y����!���zy+�\x\¡ ��}tx
y ·D · yT + b′ · yT + c ~

(y1, · · ·, yn) ·




λ1 q q q
λr

0 q q q
0



·




y1qqq
yn


+ (b′1, · · ·, b′n) ·




y1qqq
yn


+ c = 0

⇔
r∑

i=1

λi · y2
i +

r∑

i=1

b′i · yi + c = 0

u4v��7y+�\x\¡Ê�¥{sy�y|v����'¯ }���}t�s���a�
(VI.1.3) ~ y = x · S ° � �´vm��¡t�!x\¡É�t}�x

E
Ô��

( (0, . . . , 0)|P1, . . . , Pn)�O}���v*{ −→
0Pi = vi

����
vi

��¾�¾!����ÀaÁ!��Â���-,·Ï�Ü!�
vi

�¿&�����Á!&

u4{sv Ó'��y+�\}tx7}����¥�!���?�!�|{s�m°R�!�\�Ò�${s¡tv*xz��v���y+}���v*xÊ�t}�x
A

°?�s{sv*»-v���xÊ�\{sv³x\v��\v*x � ���\�+v*xe�\v��'¯I}§}��|½
�\{sx\�ay+v*x\��²§�+y+v*�¥�mq

pRq�®§q�� ÑDv*{s�+�\{�v*�
�A�\x��O}t�s�sv*xº��{��4�!�7� �7x\�+v���v*�¤�!�sy���v��!�!x\xzy+v*x�ÑDv*{s�+�\{�v*�

(6.1.3)
v*{sx\v ��²§�É�¥v�y���{s�|���7v ¦ v*��y|�!��y

�\vm���+y+v*�s��v*x ~
3x2 + 3y2 − 2xy − 4x− 4y = 0

⇔ 3x2 + 3y2 − xy − yx− 4x− 4y = 0

u4�!�¥{�y'v����7�!�sy+v*xº��{�� ~ A =

(
3 −1
−1 3

) °
b = (−4, 4)

°
c = 0

q
�A�\xe�O}����sv*xÊ�'{s� �\{svA�${s¡tv�xz�Òvm��y|v³��}tx

A
�!�\����v*���7x\v*x�q � {���¡tv*�7v*xº��{svA�´vm�!��x7xzy'��}�� ~

χ
A =

∣∣∣∣
T − 3 1

1 T − 3

∣∣∣∣ = (T − 3)
2 − 1 = T 2 − 6T + 8 = (T − 2) · (T − 4)

�$�4»-}t�s¡�y ~ Av1 = 2v1

�7x\�
Av2 = 4v2

°
λ1 = 2

�\x7�
λ2 = 4

q � {�� v����7����y+v*x �\�!�¥{�y4»-}���¡�v*x\�7v
�${s¡tv�xz�tv���y+}���v*x ~

A ·
(

1
1

)
=

(
2
2

)
= 2 ·

(
1
1

)

A ·
(
−1

1

)
=

(
−4

4

)
= 4 ·

(
−1

1

)

u4�!�¥{�y'v���¡�{s�7y'�+{������7{�v³��v���v*{sy+�Ò��v��!�!x7xzy|v � �ay+��{�

S =




1√
2
− 1√

2

1√
2

1√
2
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��	|�WÁ��!Â

� �\�!�7���ay+{��+���\v©�i��¡tÇ!x\Ô��\x7¡ �\v�� v�����y|v�x
r

� v����Év4��{sv*»-v��|y ~
r∑

i=1

λi · y2
i +

n∑

i=1

b′i · yi + c = 0

⇔
r∑

i=1

λi ·
(

y2
i +

b′i
λi

· yi

)
+

n∑

i=r+1

b′i · yi + c = 0

⇔
r∑

i=1

λi ·
(

yi +
b′i
2yi

)2

+

n∑

i=r+1

b′i · yi +c−
r∑

i=1

λ
i
·
(

b′i
2λi

)2

︸ ︷︷ ︸
+ c′

= 0

pRq�®§q�� uI��v*{���{s���zy|{s¡tv � �\�!�7��{s��v*x
���R� �i��{sx\x7v����\x7¡ ~ �i{�x7v � �7�!�7��{��º{s�+yD�\�R������v*{sx\v ¦ �sv*{��|���\x\¡¼�\v�� �R}���� ~

x · A · xT + b · xT + c = 0

¡tv�¡tv���v*xÉ�Ò}���v*{
A ∈ ¬ ²§�

(n, R)
°
b ∈ Rn �7x\�

c ∈ R
�A�\x��7xzy|vm���|���7v*{s�\v*xe��{����7��v*{P��v����|�|�\{sv*�\v*x7vA{�xzy+v���v��|�|�!xzy+v �9Ç��s�sv ~
¶ � ¹ b′r+1 = b′r+2 = . . . = b′n = c′ = 0

¶ ��� ¹ b′r+1 = b′r+2 = . . . = b′n = 0
�7x\�

c′ 6= 0

¶ ����� ¹ �i{�x
b′j 6= 0

»-R�
j ∈ {r + 1, . . . , n}

ÑDvmy+���!���zy+�\x7¡¥�7�!�s�
(I) ~

¯ }R}����\{sx\�ay+v*xz�Ov*���7�|v*�U�s{sv*»-v���y ~ zi = yi +
b′i
2λi

»-7�
i = 1, . . . , r

�7x\�
zj = yj

»-R�
j = r + 1, . . . , n

q
u4�!�¥{�y'v����7�!�sy+v*xº��{�� »-7� �7v*x�v*x\�7¡t7�sy+{�¡�v*xº¯ }§}����7{�x7�ay|v*xz�Ov*�|�\�|v�� ~

z = (z1, . . . , zn) = x · S +

(
b′1
2λ1

, . . . ,
b′r

2λr

, 0, . . . , 0

)
= (x− a) · S

�$�D»-}t�s¡�y ~ a · S = −
(

b′1
2λ1

, . . . ,
b′r
2λr

, 0, . . . , 0

)

�i��¡tv��\x\{s� ~ {sxex7v*�\v*xº¯I}§}����\{sx\�ay|v�x��\�ay
Q

�\{sv ¦ ��v*{s�����7x\¡ ~
r∑

i=1

λi · z2
i = 0

q
¬ v�{�v*xo}t�\x7ve�${sx\�+���7��Ç�xR�§�\x7¡

λ1, . . . , λk > 0
�\x\�

λk+1, . . . , λk+l < 0
�O}���v*{

k + l = r
�\x7�

|λi| =
1

a2
i

q �A�7xev����7�!�sy+v*xe��{�� �\{svAv*x\�7¡t\��y+{�¡�v �A}����¥�!�s»-}�����» 7�
Q ~

Q ~
k∑

i=1

z2
i

a2
i

−
k+l∑

i=k+1

z2
i

a2
i

= 0

�O}���v*{
k + l = r =

��¡
(A)

�7x\�
k − l =

�|{s¡tx
(A)

q
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�A�\xe�O}����sv*xÊ�'{s� »-R�
n = 2

�\{svA�7��v*{P��v����|�|�\{sv*�\v*x7v*x � ²��´v�x���}tx � �\�!�R��{s��v*xe��v�y����!���zy+v*x ~�R���s�
(I.1) ~ ¬ v*{�v�x

λ1

�\x\�
λ2

��}t�|{�y+{s�Äq u4�!x\x v����\�!�sy+v*xo�'{s�Év*{sx\v � �\�!�7��{s� �¥{sy¸»-}t�s¡tv�x\�\vm�
¦ �sv*{��|���\x\¡ ~

Q ~ x2

a2
+

y2

b2
= 0

u4{sv*�+v ¦ ��v*{s�����7x\¡³��{���� x��7�Ò�\�R�����
x = y = 0

¡�v*� � �+y$�\x7� �\�!�¥{syi�´v��+y+v*�zy��\{sv*�+v � �7���R��{��¼x��R�
�!�\���7v*�ª���\x7��y

(0, 0)
q

�R���s�
(I.2) ~ ¬ v*{�Ó��

λ1

��}t�|{�y+{s� �\x7�
λ2

x7v*¡t�ay+{s�Äq u4�!x\x v����7�!�sy+v*xo��{��Év*{sx\v � �\�!�7��{�� �É{�y
»-}���¡�v*x\�7v�� ¦ ��v�{������7x\¡ ~

Q ~ x2

a2
− y2

b2
= 0

� {����O}t�s��v*xºx��\x��\{sv ��� �|�7x\¡��|�¥v*x\¡�v4�7{�v*�+v�� ¦ �sv*{��|���\x\¡;��v*��y|{s�¥�¥v*x ~
x2

a2
− y2

b2
= 0 ⇔

(x

a
− y

b

)
·
(x

a
+

y

b

)
= 0

⇔ x

a
− y

b
= 0 ∧ x

a
+

y

b
= 0

⇔ y =
b

a
· x ∧ y = − b

a
· x

� ��� ��� �+�\x7¡t�|�¥v*x7¡tvI�\v�� ¦ �sv*{��|���\x\¡¼v����\�!��y|v�xe��{s� v*{sxe���!�!� ��}tx ¦ v����!�\v�x ~

x

y

y = + b
a
· xy = − b

a
· x

��¾!¾!�¿�¿À!Á!�!Â���-,·Ïa.m�
y =

b

a
· x Á!��À

y = − b

a
· x

�R���s�
(I.3) ~ ¬ v*{�v�x

λ1, λ2

x\v�¡t�ay|{��Äq � {��©v����7����y+v*x v*{sx\v � �\�!�7��{s�Õ�É{�yI»-}t�s¡tv*x7�\v�� ¦ �sv*{s�����\x7¡7°
�\{sv³��{�� �\�7����� � �7�sy+{��?�s{s�!�ay+{�}�xÊ�¥{�y

(−1)
�!�\»��7v*x��7�!�s�

(I.1)
Ôm�R��\�+�§»-\�R��v*x ~

Q ~ − x2

a2
− y2

b2
= 0 ⇔ Q ~ x2

a2
+

y2

b2
= 0

ÑDvmy+���!���zy+�\x7¡¥�7�!�s�
(II) ~

�A�!�����!x\�!��}�¡tv*�ª¯ }§}����7{�x7�!y+v*xz�Ov*���7�|v*�´v����7����y+v*xe��{�� ~

Q ~
r∑

i=1

λi · z2
i + c′ 6= 0

�Ò}���v*{
c′ 6= 0

� {����+�\����y+v*x��\{sv ¬ �7�É�¥v���{sv*�\v����\�ª{�xÊ�´}��|{�y|{���vA�\x\��x7v*¡t�ay+{s��v
λi

�!�\»��7x\��v����7�!�sy+v*x ~

Q ~
k∑

i=1

z2
i

a2
i

−
k+l∑

i=k+1

z2
i

a2
i

+ c′ = 0

�O}���v*{
k + l = r =

��¡
(A)

�7x\�
k − l =

�|{s¡tx
(A)

q
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�A�\xe�O}����sv*xÊ�'{s� »-R�
n = 2

�\{svA�7��v*{P��v����|�|�\{sv*�\v*x7v*x � �\�!�7��{s��v*xR½ � ²���v*x���v�y����!���zy+v*x ~�R���s�
(II.1) ~ ¬ v*{�v�x

λ1

�\x7�
λ2

��}t�+{sy+{��Äq � {���v����7����y+v*x�v*{sx\v ¦ �sv*{��|���\x\¡¼�\v�� �R}���� ~
x2

a2
+

y2

b2
+ c′ = 0

�A�\x��¸\�+�|v*x¥��{��Iv�{�x7v³�Òv�{sy+v���vA�R�!���s�\xzy+v����+���\v*{s�\�7x\¡ »-R�
c′

��}���x\v*�7�Év�x ~�R���s�
(II.1.a) ~ �97�

c′ > 0
¡t{��\y�v*�Ò�tv*{sx\v ��� �+�\x7¡ {�x

R
q£u4�!�¥{sy

Q = φ
q

�R���s�
(II.1.b) ~ �97�

c′ < 0
¡�{s�7y'v*� ��� �+�\x7¡tv*x�q�u4{��§{��+{�}�xº�7�7����� |c′| ��{sv*»-v��|y ~

x2

a2
+

y2

b2
+ c′ = 0 ⇔ x2

a2
+

y2

b2
= |c′| ⇔ x2

(a′)2
+

y2

(b′)2
= 1

� x��\{sv*�|v����7�!�s�P{s�+y
Q

�!���+};v*{sx\vA�i���s{s�\�|vtq
�R���s�

(II.2) ~ ¬ v*{9Ó��
λ1

��}t�+{sy+{s�É�7x\�
λ2

x\v*¡��!y+{��Äq � {���v����\�!��y|v�x ~
x2

a2
− y2

b2
+ c′ = 0

� ���'vm���\�!��y|v*x��7x\�a�?�7Ç!x\¡t{s¡;��}t��¢�}���Ômv*{s���7v*x��\v*� ¬ �!�!���a���
c′

v*{sx\vA±³²���v�����v*�·q
�R���s�

(II.3) ~ u4{sv*�|v��Ò�R���s�Ä�sÇ!È�y#�+{��|�É�!x7���s}t¡©Ô��Ê�R�!���
(I.3)

�7�7�����Êv*{sx\v � �\��y|{��?�s{s�!�ay+{�}�x �¥{sy
(−1)�!�\»��\v�x��7�!�s�

(II.1)
Ô��7��\�|�§»-7�7��v�x´q

ÑDvmy+���!���zy+�\x7¡¥�7�!�s�
(III) ~¬ v�{9Ó��

br+1 6= 0
q�uI�!x\x�v����7�!�sy+v*xe��{�� x\�!����¯I}§}����\{sx\�ay+v*xz�Ov*���\�+v*� ~

zi = yi +
b′i
2λi

»-R�
i = 1, . . . , r zr+1 =

n∑

p=r+1

b′p · yp + c′ zj = yj
»-R�

j = r + 2, . . . , n

Ó�� ∥∥(b′r+1, . . . , b
′
n

)∥∥ = 1
����¡tÇ!x\Ô�v




b′r+1qqq
b′n


 Ô���v*{sx\v���}���y|�7}t¡�}tx\�!�sv*x � �ay+��{ 


S′ =




b′r+1qqq
b′n

∗

 ∈ O (n− r)

¶ ∗ }���y+�\}�¡t}tx7�!��v �i��¡tÇ!x\Ô��\x7¡ ¹ q ¬ v�y+Ômv
S =




En 0

0 S′


 �\�!�¥{sy ~

S ∈ O (n)
�\x7��v*�'¡t{s��y ~

z = (z1, . . . , zn)

= (y1, . . . , yn) ·




0 0q q q
1 1

0 0

0

b′r+1qqq
b′n

0 0q q q
1 1




+

(
b′1
2λ1

, . . . ,
b′r
2λr

, 0, . . . , 0

)

︸ ︷︷ ︸
+ b̃

= x · S ·




0 0q q q
1 1

0 0

0

b′r+1qqq
b′n

0 0q q q
1 1




︸ ︷︷ ︸
(#)

+ b̃

Ý Ï!� �iÁ���Àa(
�¿Ð�	�� ���W���R�������s��&'�����§Ú &����
�!	�&����
��ÐzÚ Á!�!��,-À!%�(���&OÁ���À�Ú Àa	�������(��¿�a�



���������
	�����������������������
� �!	#"$	�%�&'	���(
��	 )*	�����	�i�-,
.�

�A�\x���y|v�����yD�+{��|���\{svA�R���!¡�vt°Ä}��
(#) ∈ O (n)

{s�+y�q
� � � �s��¡�v*�¥v*{sx\v*x¥{s�+y'�7{�v��'x\{s���zy��7v�� �7�!�s�Wq � {s��� � x7x\v*x��7{�v ¬ {sy+�\�ay+{�}�xe�a��v�����v�y�y|v*x�°?{sx\�7v*�
��{�� � v*{s��v¥�7v�� ¦ �sv*{s�����\x7¡��¥}R�7{sw\Ôm{sv���v�x´q ±A{sv���Ô��µ�\{��§{��7{�vm��v*x ��{�� r∑

i=1

λiz
2
i +

n∑

i=r+1

b′i · yi + c′

�\�R����� ∥∥(0, . . . , 0, b′r+1, . . . , bn

)∥∥ q#u4�!���i��¡tv��\x\{s�'{���y��R���s�
III

�¥{�yD�¥}§�\{s»-Ô�{�v��|y|v*x
λ′i

°
b′i

�7x\�
c′
q

u4�!x7x�{���y
(#) ∈ O (n)

q
u4�!�¥{�y'v����7�!�sy+v*xº��{�� �\v*x�» }t�s¡tv*x7�\v*xÊ¯I}§}����\{sx\�ay|v�xz�Òv����\�+v*� ~

z = x · (#) + b̃ = (x− a) · S̃ �Ò}���v*{
S̃ ∈ O (n)

� ��x7v*�\v�xe¯I}§}����\{sx\�ay+v*x\��²§�+y+v*���\�ay
Q

»-}t�s¡tv�x\�\v³��v*�+���7��v*{s��v*x7�\v ¦ �sv*{s�����\x7¡ ~
k∑

i=1

z2
i

a2
i

−
l+k∑

i=k+1

z2
i

a2
i

+ zk+l+1 = 0

ÑDvmy+���!���zy+�\x7¡¥»-7�
n = 2

q � {���v����7����y+v*x�»-}t�s¡tv�x\�\v ¦ ��v*{s�����7x\¡ ~

±x2

a2
− y = 0 ⇔ y =

x2

a2
∨ y = −x2

a2

� xe��v*{��7v*xe�9Ç!�s��v*xº�\�!x\�7v*�syDv*���|{s���e�7��v�{�x7vA�i�a���a��v*�·q

pRq�®§q¿p u4v�w\x\{�y|{s}tx
(VI.2.b) ~ ±Av�����y|v*�s�s�\x\¡¸�\v�� v*�R�§��{s�\{s�|�|�\v*x �A}����¥�!��v*x7»-}����

u4{sv � ���!x\�+»-}����É�ay+{�}�x �7v��;�R���+�7��\x7¡t�s{��|�\v*x ¦ �sv*{��|���\x\¡ »-R�
Q

�!�\»Ò�\{svÊv�x\�\¡�\��y|{s¡tv ¦ v*��y|�!��y
¶·{��ª¯ }R}����\{sx\�ay+v*x\��²§�+y+v*�

z1, . . . , zn
¹ �7v*{�È�y'±Av�����y|v����s�\x7¡¼�\vm�Iv��7�§�s{��7{��+���\v*x �A}����¥�!��v�x\»-}�����q

pRq�®§q � u4v�w\x\{�y|{s}tx
(VI.2.c) ~ �����Ov*{�y|v��|y|v � �ay+��{�
Êv*{�x7v�� � �\�!�7��{��

¬ v�{�v*{�x7v � �\�!�R��{s� ¡tv*¡�v���v*xµ�¥{sy
x · A · xT + b · xT + c = 0

qºu4{svÊvm���Ov*{sy+v���v � �!y���{�

A′ {s�+y

�\vmw?x\{sv���yD�¥{sy ~

A′ =




c 1

2
b

1

2
bT A




pRq�®§q�� �i����v*x\x��7x\¡ �7v�� � ��y'�\v�� � �\�!�7��{��e�!x7�\�!x\���7v�� v����Ov*{�y|v��|y|v*x � �ay���{ 

�£��}��?�sv*� ~ � {sv v�����v*x\x7vÊ�¥�!x x��7x �!x7�\�!x\� ¡tv�¡tv���v*x7v��

A, b, c
{sx �Ov*���|�\v*� �7�!�s�£�¥�!x �|{s���

��v�w?x7�\v�y�q
±A{sv���Ô��e��{s���e�\{svA�i���Ov*{�y+v���y+v � �ay���{ 
Êv*{sx\v�� � �\�!�R��{s�É��v�y����!���zy|vmy ~

Q : (1, x) · A′ ·
(

1
xT

)
= 0

rtq ¬ ���R��{sy�y ~ ÑDv���v*���\x��7x\¡¥�\vm�Ivm���Ov*{sy+v���y+v*x � �ay���{ 


A′ →




1

S




T

· A′ ·




1

S


 =




c 1

2
bS

1

2
(bS)

T
ST AS
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=




c 1

2
b′

1

2
(b′)

T
D




=




c 1

2
b′1 · · · · · · 1

2
b′n

1

2
b′1qqqqqq

1

2
b′n

λ1
q q q

λr
0 q q q

0




®§q ¬ ���R��{sy�y ~ ÑDv�y����!���zy+�\x7¡Ê�7v�� �7��v*{´�9Ç!���sv
�R���s� � � ���




c 1

2
b′1 · · · 1

2
b′r 0 · · · 0

1

2
b′1qqq

1

2
b′r
0qqq
0

λ1 q q q
λr

0 q q q
0




(∗)
 




c′ 0 · · · 0 0 · · · 0

0qqq
0
0qqq
0

λ1
q q q

λr

0 q q q
0




ÑDv��Évm���§�\x7¡ ~ (∗) ¬ ²§�¥�¥v�y���{s�|���7v ¦ �!�7È��§}����\�!x�¨4�¥»-}����¼�\x7¡
c′ = c−

(
1

2
b′1
)2 1

λ1

− . . .−
(

1

2
b′r
)2 1

λr�R���s� � ~ k + l =
��¡

(A)
°
k − l =

�+{�¡�x
(A)

°7��¡
(A) =

��¡
(A′) = k + l

°��� 0�R���s� �|� ~ k + l =
��¡

(A)
°
k − l =

�+{�¡�x
(A)

°7��¡
(A′) = k + l + 1

c′ > 0 ⇔ �|{s¡tx
(A′) = 1 +

�|{s¡tx
(A) � c′ < 0 ⇔ �|{s¡tx

(A′) =
�|{s¡tx

(A)− 1�R���s� �|��� ~ 


c 1

2
b′1 · · · 1

2
b′r

1

2
b′1 λ1qqq q q q

1

2
b′r λr

6= 0 · · · 6= 0

6= 0····6= 0
0




 




c 1

2
b′1 · · · 1

2
b′r

1

2
b′1 λ1qqq q q q

1

2
b′r λr

1 · · · · · ·1

1····
1

0




 




0 0 · · · 0

0 λ1qqq q q q
0 λr

0 · · · · · · 0

0····
0

0




¨4�¥»-}����¼�7x\¡�v*x¥�\v���� �ay���{�Ô�v*xÊv���»-}���¡�y|v*xÉ�¥{sy�y+v*���#��²§�É�¥v�y���{s�|���7v*x ¦ �!�7È��§}����\�!x � �s¡t}���{sy+�R½
�¼�7�
��¡

(A′) = 2 +
��¡

(A) = k + l + 2 � �|{s¡tx (A′) =
�+{�¡�x

(A) = k − l
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SUT�� ��� j�`���j´^a`§f!f�� ��no` h�`Rk
An

An = {(x1, . . . , xn)|xi ∈ K}Ó'�  v���y+v ~ ���7x7��y+vt° ¦ v������7v*x´°?�i��v*x\v�x´°
. . .

pRq��Rqsr u4v�w\x\{�y|{s}tx
(VI.3.a)

� ¦ v������7v
¬ v�{�v*x

P ∈ An � v ∈ Kn \ {0} °Ä�7��x7x�{���y'�7{�v ¦ v������7v �\v�w\x\{sv���y��!�s�

g
P 	 v = P + K · v = {P + t · v| t ∈ K}

� {s���zy+{�¡ ~ K · v =
{−−−→
P1P2

∣∣∣P1, P2 ∈ g
P 
 v}

g
P 	 a = g

P 	 λ · a »-7� 	��¿�
λ 6= 0

��� ����P1

P2

��¾�¾!����ÀaÁ!��Â���-,·Ï�Ïa�g"$	+(
�mÀa	$À!Á!(
� �
P1

Á!��À
P2

pRq��Rq�® ÑDv*{s�+�\{�v*� ~ K = F3

°
n = 2

����
����
���� ���� ����

��������
����  � ! F2

3

(0, 0)

(0, 2) (2, 2)

(2, 0)

��¾�¾!����ÀaÁ!��Â���-,·Ï � �7i�¿��Á����¿���W�¿	�(
Á!�!Â ��%m�
F2

3

rtq ¦ v����!�\v ~ P = (1, 1) � v = (2, 1) � 2, 1 ∈ F3 ⇒ g
P 	 v = {(1, 1) , (0, 2) , (2, 0)}

"�"#
$�$%
&�&' (�() *�*+

,�,-.�./
0�01 2�23

(0, 0) (2, 0)

(0, 2) (2, 2)

��¾!¾!�¿�¿ÀaÁ��!Â���-,·Ï 
��\i�¿��Á��������W�¿	�(
Á!�!Â'Àa	+(�.�Ú�"$	�( ��À!	
®§q ¦ v����!�\v ~ Q = (1, 0) � v = (2, 1) � 2, 1 ∈ F3 ⇒ g

Q 	 v = {(1, 0) , (0, 1) , (2, 2)}

4�45
6�67
8�89 :�:; <�<=

>�>?@�@A
B�BC D�DE

(2, 0)

(0, 2) (2, 2)

(0, 0)

��¾!¾!�¿�¿ÀaÁ��!Â���-,·Ï !�\i�¿��Á��������W�¿	�(
Á!�!Â'Àa	+(�ÏaÚ�"$	�( ��À!	

Ö§	���×���	#Ø���Àa	�(
Á!�!Â��ÄÏ�Ù*Ú!ÛmÁ!�¿�7Ï�ÜmÜ!. Ý � �g��F��!	#Å����
	�(
( 
�Á!&'	$Àa	|�
An
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�Rq ¦ v����!�\v ~ R = (1, 2) � w = (1, 2) � 2, 1 ∈ F3 ⇒ g
R 	 w = {(1, 2) , (2, 1) , (0, 0)}u4{sv*�+v ¦ v����!�7v {���yI�\�!�����s�sv*��v¼Ôm� �7v*xZ��}���{�¡�v*x ¦ v����!�7v*x´°P�\�É{�x

F3 (2, 1) = 2 · (1, 2)
{s�+y�°U�!�s�|}

{s�+y
g
R 	 w = g

R 	 v
����
����
���� ���� 	�	


������
���� ����

(2, 0)

(2, 2)

(0, 0)

(0, 2)

��¾!¾!�¿�¿ÀaÁ��!Â���-,·Ï ���\i�¿��Á��������W�¿	�(
Á!�!Â'Àa	+( � Ú�"$	�( ��À!	
�7q ¦ v����!�\v ~ R = (1, 2) � u = (1, 1) � 2, 1 ∈ F3 ⇒ g

R 	 u = {(1, 2) , (2, 0) , (0, 1)}

����
����
���� ���� ����

������� 
!�!" #�#$

(2, 0)

(2, 2)

(0, 0)

(0, 2)

��¾!¾!�¿�¿ÀaÁ��!Â���-,·ÏmÙa�\i�¿��Á��������W�¿	�(
Á!�!Â'Àa	+(�
�Ú�"$	�( ��À!	

g
R 	 u �7�!y  v��Ov*{s���'�¥{�y

g
P 	 v � gQ 	 v � gR 	 w ¡tv*x7�!��v*{�x7v*x ¬ ���\x7{sy�y+�\�\xR��y�¡tv*�¥v*{sx\�+����q

pRq��Rq�� �7}���¡�v����\x7¡ ~
g
P 
 a = g

P 
 b ⇒ ∃λ = 0 : b 6= λ · a

pRq��Rq�� u4v�w\x\{�y|{s}tx
(VI.3.b) ~ �i�a���!�s��v���{�y|Çay'��}tx ¦ vm���!�\v*x

¬ v�{
g = g

P 
 v, h = g
Q 
 w qO�g�Ov*{ ¦ v����!�\v�xe�\v*{�È§v*xÉ�?�a���!���sv*�g�Ov*x\xe¡�{���y ~ b = λ · v »-7� v*{sx

λ 6= 0
q

�A}�y+�ay|{s}txº»-7���?�a���!�s��v���v ¦ v������7v*x
g

�\x\�
h ~ g ‖ h

q

pRq��Rq�� ¬ �ay|Ô
(VI.3.1) ~ �${sx\�\v��7y+{�¡��tv*{�y'�7v�� ¦ v����!�\v�°?���!�����s�sv*��v�x\� 
§{�}��

¶·{ ¹ uI�7���|��Ô��Ov*{U���7x7��y+v
P 6= Q

¡t{��\yDv*�'¡�v*x\�!��v*{sx\v ¦ vm���!�\v
g
°?�7x\�eÔ��O�!�I¡t{s��y ~ g = PQ =

P + K · −−→PQ
¶·{�{ ¹ ¶·���!�����s�sv*��v�x\� 
§{�}�� ¹ ���¥v*{sx\vm� ¦ vm���!�\v*x

g
�7x\� v*{sx\v�� ���7x7��y

P 6∈ g
¡�{s�7y�v*��¡�v*x\�!�¥v*{sx\v

���a���!���sv*�sv
h

Ô��
g

�7�7���|�
P

q

%�%&P

g

��¾!¾!�¿�¿ÀaÁ��!Â���-,·Ï 	��\�_�¿�¿Á��·�
(
�����¿%�� ���!( �Ä��( ���¿�¿	��¿	����('*�¿%�&
ÑDvm�Òv�{�� ~ � {���Ômv�{�¡�v*xeÔ��\v�����y��\{svA� 
§{s�+y+v*x7Ô�°\�\�!x\x��\{svA�${sx\�7v*�7y+{s¡���v*{syÒ�\vm� ¦ vm���!�\v*x
���

(i) ~� 
§{s�+y+v*x7Ô ~ g := g
P 
 −−→PQ

=
{

P + λ · −−→PQ
∣∣∣λ ∈ K

}
3 P, Q

°?�\�¼»-7�

λ = 0 : P + 0 · −−→PQ = P
�\x7�

λ = 1 : P + 1 · −−→PQ = Q
q

�${sx\�7v*�7y+{s¡���v*{sy ~ ¬ v*{
g′

v*{sx\v ¦ v������7vt°Ä�7{�v
P

�7x\�
Q

v�xzy|�7Ç���y�q
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ÑDv��\�!�7�7y|�7x\¡ ~ g = g′ÑDvm�Òv�{�� ~ g′ = g
R 
 v ° P = R + λ0 · v

°
Q = R + µ0 · v

°
P 6= Q ⇒ λ0 6= µ0�$�D»-}t�s¡�y ~

v = (µ0 − λ0)
−1−−→PQ

⇒ g′ = {R + λ · v |λ ∈ K }
= {P + (−λ0) · v + λ · v| λ ∈ K}
= {P + λ′ · v|λ ∈ K}

⇒ g′ = g
P 
 −−→PQ

°��\�
v = α · −−→PQ

°��¥{�y
α 6= 0���

(ii) ~� 
§{s�+y+v*x7Ô ~ ¬ v*{
g = g

R 
 v °?�+v�y+Ômv
h := g

P 
 v °Ä�\�!x7x�{���yA¶·x\�!����u4v�w\x\{�y|{s}tx
(VI.3.b) ¹ h ‖ g

°
h 3 P

q
�${sx\�7v*�7y+{s¡���v*{sy ~$� x7���s}t¡ Ô��

(i)
q

pRq��Rq¿p u4v�w\x\{�y|{s}tx
(VI.3.c) ~���� x\vm�I¨Ixzy|vm�����!�\�

L ⊆ An (K)
�7v*{sÈ�yD� � x\v�� ¨4xzy+v��������7��°\�Ov*x\x�» }t�s¡tv*x7�\v*�Ò¡t{s�sy ~

¶·{ ¹ L 6= ∅ � ∀P, Q ∈ L � P 6= Q ⇒ PQ ∈ L

���� ����
����M

P Q

��¾!¾!�¿�¿À!Á!�!Â���-,·Ï ���
PQ ∈ L

¶·{�{ ¹ ∀ ¦ v����!�\v�x
g ⊆ L

° ∀P ∈ L \ g ~ �7{�vA���a���!���sv*�sv Ôm�
g

�\�R�����
M

{���y'{sx
L

v*xzy|�7�!�sy+v*x

pRq��Rq � ÑDv*{s�+�\{�v*� ~�� � x7v ¨4xzy+v�����Ç!�\�¥vAÔ��
A2 (F2)

����
	�	
 ����

��

(0, 0) (1, 0)

(1, 1)(0, 1)

��¾�¾!����ÀaÁ!��Â���-, � Ü!�
A2 (F2)

�§���!¡tv ~ � ��y
L = {(0, 0) , (1, 0) , (0, 1)} � � x7v�� ¨4xzy+v������!�7���

�§v*�7vA¢�v����\{�x7�\�\x7¡;Ô���{��+���\v�x�Ô��Ov*{U���7x7��y+v*x�{s�+y'v�{�x7v ¦ v����!�\vtq

����
���� ����

��������
���� ����

��� !�!"
#�#$ %�%&

'�'(

)�)*
+�+, -�-.

/�/0 1�12
3�34 5�56

7�78 9�9:
;�;< =�=>

?�?@

��¾!¾�����ÀaÁ!�!Â�i�-, � .��Ä���¿�¿	O"$	�( ��Àa	+�I�¿�
A2 (F2)

L
v���»-7����y

(i)
�a��v�� x\{s���zy

(ii)
q

¯ }tx\Ô�vBA��7v*x\Ô ~ v*{sxe� � x\v�� ¨4xzy+v��������7��°?�\vm�
(0, 0) , (1, 0) , (0, 1)

v*xzy+�\Ç!��y�{���y
A2 (F2)

Ú
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� `Rk�����f!`R]�� ��j�� Y � j�`§f ��j´^a`§f!f � �ino`
pRq��Rq�� ¬ �ay|Ô

(VI.3.2) ~
	 A��\{��!�!��v*xzy+v©ÑDv*�+���7��v�{s�\�\x\¡�v*xe»-R� � � x7v ¨4xzy+v�����Ç!�\�¥v
¬ v�{

L ⊆ A2 (F2)
°
L 6= ∅ qu4�!x7x��|{sx\��Ç A��\{��!�!��v*xzy ~

¶·{ ¹ L
{s�+yD� � x7v�� ¨4xzy+v������!�7��q

¶·{�{ ¹ T (L) :=
{

PQ
∣∣P, Q ∈ L

}
< Kn �7x\�

L = P + T (L)
» 7�  v*�7v*x����\xR��y

P ∈ L
q

¶W{s{�{ ¹ L = R + U
°?»-R� v*{�x

R ∈ An °
U < Kn q

¶·{s� ¹ ∃A ∈Mm,n (K)
°
b ∈ Kn ~ L = L (A, b)

°
L 6= φ

Ú

pRq��Rq	� ÑDv*�¥v����§�7x\¡

• ¨4xzy+v�����Ç��7�¥vA�\v*�'¢�vm��y|}������!�\�¥�
Kn ↔ �7}t�¥}t¡�v*x\v ¦ ��v*{s�����7x\¡t�+�+²§��y|v*�¥v

A · x = 0

• � � x\vA¨Ixzy|v��|���!�\�¥v �\v*�
An (K) ↔ {sx\�7}t�¥}t¡�v*x\v ¦ ��v�{������7x\¡��|�+²§��y|v��Év

A · x = b¶
b

�\�a��»
= 0

�|v�{�x�� ¹
• u4{sv�� � x\v*xÉ¨4xzy+v�����Ç!�7�Év �\v��

Kn �+{�x7� ¬ ��v*Ôm{s�!��» Ç��s�sv �7v��'� � x7v*x¥¨4xzy+v�����Ç!�\�¥v��t}�x
An q

pRq��Rqsr�� ¢�}�����v*�¥v����§�7x\¡tv�xºÔ��\�¤ÑDv��Ov*{s�D��}tx
(VI.3.2)

¶·� ¹ Kn
¬ y+�!x\�\�a���R�?{s��{sx\v��!��»-}���� 〈(x1, . . . , xn) , (y1, . . . , yn)〉 =

n∑

i=1

xi · yi
°Äx\{s���zy��!�\�+¡tv*�a��y+v�y

¬ v�{
U < Kn °��7��x7x

U⊥ = {u ∈ Kn| 〈u, U〉 = 0} °��\{s� (
U⊥) = n− �\{s�

(U)
�\x7� (

U⊥)⊥ = U,
�\�

U ⊆
(
U⊥)⊥ = U⊥⊥ �\x7� �\{s�

(U) =
�\{s� (

U⊥⊥) = n− �\{s� (
U⊥) =

�\{s�
(U)

¶_� ¹ A · x =



← v1 →····← vm →


 · x =



〈
v1, x

T
〉

····〈
vm, xT

〉




pRq��Rqsrtr ÑÒv��Ov*{��Ò�t}�x ¬ �ay|Ô
(VI.3.2) ~

(i) ⇒ (ii) ~ u =
−−→
PQ

°
v =
−→
RS

°
P, Q, R, S ∈ L

��� �gv*{s¡tv*x ~ u + v =
−−→
AB

°
A, B ∈ L

�� ����
���� ����
R S

P

Q

��¾!¾�����ÀaÁ!�!Â�i�-, � Ïa�g"$	�%m&'	F��(
����� �!	��i%����W��(
Á!Ð����¿%��4Àa	+���P	��´	+�¿��	+�´,��
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�A�!��� � xz�Ov*x7�\�7x\¡ �\vm�I���a���!���sv*�sv*x\� 
§{s}t�ª»-}���¡�y ~

���� ����
���� ����
R S

P

Q

��¾!¾!�¿��ÀaÁ!�!Â�i�-, ��� �g"$	�%m&D	���(
�¿�
� �!	��i%����W��(
Á!Ð����¿%�� À!	+� �P	 �P	�����	+�´,��W�
�A�\xey����!¡tv�xe��{s� −→

RS
�a� �\x7��v����7����y+v*x

B ~

	�	
 ����
�� ����

����

R S

P

Q B

��¾!¾!�¿�¿À!Á!�!Â���-, � 
��g"$	�%�&'	���(
�¿�
� �!	£��%m���·�
(�Á�Ðm�
��%m�IÀa	|� �P	 �P	����W	|�´,g�W�W�
¯ }tx\��y+���7��y+{�}�x��\v�� ¦ v����!�7v*x

k ~

���� ����
���� ����

����

R S

P

Q B k

��¾!¾!�¿��ÀaÁ!�!Â�i�-, � a�g"$	�%m&D	���(
�¿�
� �!	��i%����W��(
Á!Ð����¿%��4Àa	+���P	 �P	�����	+�´,��_

K = PB ⊆ L,
�7�

P, B ∈ L
�7x\� −−→

PB = u + v
�A}§����Ô�� ��v*{s¡tv*x ~ λ · u ∈ T (L)

���� ��� 
!�!"

u

P

Q

Q′

��¾�¾!����ÀaÁ!��Â���-, � �!�g"$	+%�&'	F�
(������ ��	$#tÁ�������×+��Ð�%m���W��(
Á!Ð����¿%�� Àa	|� �P	 �P	����W	|�
−−→
PQ′ = λ · u,

�7�
PQ ∈ L

��%m��Â��
Q′ ∈ L � ��q¿��q

λ · u =
−−→
PQ′ ∈ T (L)

q
� Ç!�\�sv

P ∈ L
q#uI��x7x�¡t{s�syD»-7����v*�s{�vm�´v�{�¡�v

Q ∈ L ~
Q = P +

−−→
PQ ∈ P + T (L)

q�uI���¥{�y
L ⊆ P + T (L)

Ö§	���×���	#Ø���Àa	�(
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¨4� ��v*�7���\x\¡ ~ u =
−→
RS, R, S ∈ L��� �gv*{s¡tv*x ~ P + u ∈ L

��������

����

����
h

g

R

S

P

Q

u

��¾!¾!�¿�¿À!Á!�!Â���-, � Ùa�g"$	�%�&'	���(
�¿�
� �!	£��%m���·�
(�Á�Ðm�
��%m� ×+Á
L = P + T (L)

h ⊆ L � Q = P + u ∈ h ⊆ L� x\�+¡tv*�+���©y ~ L ⊆ P + T (L) ⊆ L
�!���+}

L = P + T (L)

(ii) ⇒ (iii) ~ �§�s�a�*q
(iii) ⇒ (iv) ~ �A���|�e¢�}��������7�|�+v�y|Ô��\x7¡¥¡t{s�sy ~ L = R + U

q

� �!�\�sv
(v1, . . . , vn−r)

ÑD�!�|{s�Ò��}tx
U⊥ q ¬ v�y|Ô�v

A =



← v1 →····← vn−r →


 q

u4�!x7x ~
x ∈ L ⇔

〈
v1, x

⊥〉 = . . . =
〈
vn−r, x

⊥〉 = 0

⇔ A · x⊥

u4�!�¥{�y ~
x ∈ L ⇔ x−R ∈ U

⇔ A · (x−R)
⊥

= 0

⇔ A · x⊥ = A · R⊥ =: b

¬ }�¡t�a� ~ m = n− �\{s�
(U)

(iv) ⇒ (i) ~ L = L (A, b) = x0 + L (A, 0) = x0 + U, U < Kn

�A�!���z�Ov*{s���\v�� �${s¡tv�x\�|�|�\�!» y+v*x�v*{sx\v*�Ò� � x7v*x�¨4xzy+v��������7�¥v*� ~
¶·{ ¹ P = xo + u1

°
Q = x0 + u2 ~

PQ = P + K · −−→PQ = x0 + u1 + K · (u2 − u1)︸ ︷︷ ︸
⊆ U

⊆ x0 + U = L

¶·{�{ ¹ g
¦ v������7v {�x

L ~ g = P + K · u, u ∈ U
q

¬ v*{
Q 6∈ g, Q ∈ L

°Ä�7��x7x�{���y'�7{�vA���a���!���sv*�sv
h

Ôm�
g
°\�\�7�����

Q
°?Ô�� ��v�{�¡�v*x´q

�i�'{s�+y
h = Q + K · u = x0 + u1 ·K · u︸ ︷︷ ︸

⊆ U

⊆ L

ÑDv��\v*�Ry|�7x\¡¼��}tx
(ii) ~ L

� � x\vm�Ê¨Ixzy|vm�����!�\��°
L = R + U ⇒ U

v*{sx\�7v*�7y+{s¡ �\x7� Ô��O�a�
U = T (L) (

� ���!x7�|�s�!y+{s}tx\���tvm��y|}��������!�\� Ôm�
L)
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pRq��Rqsr!® uIv�w?x7{sy+{�}�x
(VI.3.d) ~ uI{��¥v*x7�|{s}tx¥� � x\v�� ¨4xzy+v�����Ç��7�¥v

¬ v�{
L

� � x\v�� ¨4xzy+v��������7� ~
�7{��

(L) :=
�7{��

(T (L))

�\v�x\x ~ �\{s�
(An) = n, T (L) = Kn,

�\{s�
(
¦ v������7v

) = 1

pRq��Rqsr � uIv�w?x7{sy+{�}�x
(VI.3.e) ~ ±³²���v���v���v*x\v

u4{sv
(n− 1)

½
�\{s�¥v*x\�+{�}�x\�!��v�xÉ� � x7v*xe¨4xzy+v�����Ç��7�¥v©�7v*�
An �\v�{sÈ§v*xº±³²��´vm��v���v*x\v�x´q

n = 2 ~ ±³²���v���vm�´v�x\v
=̂

¦ vm���!�\v
n = 3 ~ ±³²���v���vm�´v�x\v

=̂
����v*x\v

� `Rk�����f!`R]�� ��j�� � d�j���l9[�`§f�` ��`Rj�`7j

pRq��Rqsr � ¬ �!y+Ô
(VI.3.3) ~ �${sx\�7v*�7y+{s¡���v*{syD�\v���±³²���v���v���v*x\v

¦ v*¡�v���v*x �|v�{�v*x
P0, . . . , Pn−1 ∈ An �¥{�y4�7v��©�${s¡tv*x7�|���7�!» ym°U�\�aÈ −−−→

P0P1, . . . ,
−−−−−→
P0Pn−1

�s{�x7v*�a� �\xR½
�a�?�7Ç�x7¡t{s¡ �|{sx\��q
u4�!x7x�¡t{��\y�v*�D¡tv*x7���ºv*{�x7vA±³²���v���v���v*x7v

H
�\�R�����

P0, . . . , Pn−1

�7x\���+{�v³��{�����°?�!�\»�»-}���¡�v*x\�7v
Ç A��\{��!�!��v*xzy+v � v*{��+v*x´°R��v*�|�|�7��{sv���v*x ~

¶·{ ¹ ���a���!�¥v�y|vm���\�a����y|v*�s�s�\x\¡ ~

H = P0 +
〈−−−→
P0P1, . . . ,

−−−−−→
P0Pn−1

〉

¶·{�{ ¹ ¦ �sv*{s�����\x7¡t�+�\�a���+y+v*�s���7x\¡ ~

P ∈ H ⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ← P →
1 ← P0 →qqq qqq
1 ← Pn−1 →

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

� �
R3 ~ Pi = (xi, yi, zi)

°
P = (x, y, z)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x y z
1 x1 y1 z1

1 x2 y2 z2

1 x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

ÑDvm�Òv�{�� ~
���

(i) ~ ¬ v��s�\�+y'}§�7v���x\{sv �
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(ii) ~

P ∈ H ⇔ −−−→
P0P1 ∈

〈−−−→
P0P1, . . . ,

−−−−−→
P0Pn−1

〉

︸ ︷︷ ︸
n− 1

¢�v���y+}���v*x
⇔ �\vmy




−−→
P0P−−−→
P0P1qqq
−−−−−→
P0Pn−1




= 0

⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

P − P0

P1 − P0qqq
Pn−1 − P0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

n× n

= 0 ⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 P0

0 P − P0

0 P1 − P0qqq qqq
0 Pn−1 − P0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸
(n + 1)× (n + 1)

= 0

� �!�\���!��vm½ �I7�|���OÇ!�|y|� �!x\¡tvm�Ò�!x7�7y��s{�v*» v���y ~
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 P0

1 P
1 P1qqq qqq
1 Pn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 ⇔ (−1) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 P
1 P0

1 P1qqq qqq
1 Pn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0
(∗)
⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 P
1 P0

1 P1qqq qqq
1 Pn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

ÑDv��Évm���§�\x7¡¼Ô��
(∗) ~ ¢£v���y+���7�|�����7x\¡¥�s{�v*» v���y

(−1)
°Ä�a��v��

(−1) · 0 = 0
q

pRq��Rqsr � ÑÒv*�¥v����§�\x7¡ ~ u4v*�Ry|�7x\¡¼��}tx
(ii)

�!��� �|±Av*�|�+v*�|���7v �A}����É�!�s»-}���� 

���� ����

����

P1P0

P2

v1

v2

P

v

��¾�¾!����ÀaÁ!��Â���-, � 	!�
H

� ���¿	�(
R3

¬ v�{�v*x
v :=

−−→
P0P , vi =

−−→
P0Pi, i = 1, . . . , n− 1 v = (a1, . . . , an)

�7x\�
vi = (ai1, . . . , ain)�97� �7{�vAuIv�y|vm���¥{�x7�!y+vA¡t{s��y ~

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 · · · an

a11 · · · a1nqqq qqq
an−1,1 · · · an−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(#)
=

n∑

i=1

(−1)
i+1

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · â1i · · · a1nqqq qqq qqq
an−1,1 · · · ân−1,i · · · an−1,n

∣∣∣∣∣∣∣

= 〈(a1, . . . , an) , (∆1, . . . , ∆n)〉
�O}���v*{´�\{sv

∆1, . . . , ∆n
�!�\���7v*x

P0, . . . , Pn−1

��v���v*�|�\v*xz�\�!�I�|{sx\��q
ÑDv��Évm���§�\x7¡¼Ô��

(#) ~ � �a�?�!��vm½ �ixzy ��{s�|�§�s�\x\¡Éx\�!�����7v��
1.

��v*{s�svtq
u4�!�¥{�y'»-}���¡�y ~ P ∈ H ⇔

〈−−→
P0P , (∆1, . . . , ∆n)

〉
= 0
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� xzy|vm���\��vmy|�ay+{�}�x���}tx
(∆1, . . . , ∆n) ~

ÑDv��\�!�7�7y|�7x\¡ ~ K · (∆1, . . . , ∆n) =
〈−−−→
P0P1, . . . ,

−−−−−→
P0Pn−1

〉⊥

u4�!�¥{�y ~
〈−−−→
P0P1, . . . ,

−−−−−→
P0Pn−1

〉⊥T (L)
ÑDvm�Òv�{�� ~ 0 = 〈vi, (∆1, . . . , ∆n)〉 °Ä�7v*x\x

〈vi, (∆1, . . . , ∆n)〉 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1 · · · ain

a11 · · · a1nqqq qqq
an−1,1 · · · an−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

�\�¸Ô��Ov*{9��v*{s��v�xe{��7v*xzy+{��+���e�|{sx\��q
±Av*�+�|v*�+���\v��A}����¥���s»-}���� ~ ¬ {�y|�7�!y+{s}txe��{svA{�x

(VI.3.3)

n = (∆1, . . . , ∆n)
�'{�vA}��´v�x´°?�7�!x\x�¡t{s��y ~

P ∈ H ⇔
〈−−→
P0P , n

〉
= 0

⇔ 〈P, n〉 = 〈P0, n〉

�\xzy+v�� ¨4�¥��y|Ç!x\�7v*xe{s�+y
(K = R) ~ n→ 1

‖n‖n
¶·x\}����¥{�vm��y|v4±Av*�|�+v*�|���7v��A}����¥�!�sv*x\»-}���� ¹
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