iy 4
—eeef
Fachschaft e =:l'
N O\ 909,
Mathematik “\\‘:g
A\ \ \\
A \ \ \\
Uni Dortmund

Stochastik 11

Wahrscheinlichkeitstheorie 1

Skriptum nach einer Vorlesung von Hans-Peter Scheffler

Letzte Anderung: 26. November 2002

Gesetzt mit ITEX und [yX



Vorwort:

Dieses Script wurde in Zusammenarbeit der Fachschaf-
ten Mathematik & WirtschaftsMathematik mit dem
Lehrstuhl IV der Universitdt Dortmund erarbeitet. Es
basiert auf der Vorlesung Stochastik IT (Wahrscheinlich-
keitstheorie I), gelesen von H-Doz. Dr. H.-P. Scheffler in
den Wintersemestern 1998/99 und 2000/01. Es ist als
Weiterfithrung zum Vorlesungscript Stochastik I (Wahr-
scheinlichkeitsrechnung) gedacht. Die Kenntnis von Sto-
chastik I ist jedoch nicht zwingend erforderlich, da beno-
tigte Definitionen und Rechentechniken wiederholt wer-
den. Zu den jeweiligen Kapiteln sind die Aufgaben der
Ubungszettel (Wintersemester 2000/01) aufgeteilt wor-
den. Die Losungen der Aufgaben werden nicht ins Netz
gestellt, um den zukiinftigen Ubungsbetrieb Stochastik
IT nicht tiberfliissig zu machen. In Verweisen werden die
Nummern der Sétze, Definitionen, ... in runden Klam-
mern gegeben, z.B. (1.10) oder (a).

Ich habe versucht, alles richtig wiederzugeben, es ist
jedoch ,,wahrscheinlich®, daf} ich Fehler gemacht habe.
Deshalb wendet euch bitte mit Fehlermeldungen, Anre-
gungen zuerst an mich:

stk@fsmath.mathematik.uni-dortmund.de

Hans-Peter Scheffler

Die Verwendung des ,,8 ist in voller Absicht geschehen, also kein Fehler. Fehlermeldungen bitte
so detailliert wie moglich, das heifit gebt bitte immer das sich auf den Seiten befindliche Revisi-

onsdatum mit an.

Bei den Mitarbeitern des Lehrstuhls IV wollen wir uns im Namen der Fachschaft recht herzlich
fiir ihre Unterstiitzung bedanken. Ferner gilt unser Dank Thorsten Camps fiir seine tatkriftige

Mithilfe.

Der Setzer
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Lehrstuhl IV 0. Kapitel: Motivation

0. Kapitel: Motivation

0.1 Problem:

Ein Experiment, das eine zufillige reelle Zahl X, als Ergebnis hat, wird sehr oft wiederholt. Man

interessiert sich zum Beispiel fiir das Verhalten von S,, = Z X;.
=1

0.2 Beispiele:

e X,; =Ergebnis eines Wiirfels = S, Wiirfelsumme
e X;=Wappen/Zahl (0/1) = S, Anzahl, wie oft Zahl geworfen
e X;=Gewinn/Verlust beim Gliicksspiel = S, Kapitalinderung nach n-ten Spiel

e X; =Messungen, usw. ..

0.3 Fragen

(1) Existenz eines mathematischen Modells zur Beschreibung dieses Problems, das heifft Kon-
struktion von Zufallsvariablen X1, Xo, ... auf geeignetem Wahrscheinlichkeitsraum (€, 2, P).
(~ MafBtheorie)

1
(2) Wie verhilt sich der Mittelwert —S,,7
n

n—oo

1

Antwort: —S5,, —— E (X;) mit Wahrscheinlichkeit 1; starkes Gesetz der grofien Zahlen
n

(Kolmogoroff)

(3) Wie schnell?
1
Antwort: \/n - <—Sn —E (Xl)) = No,v(x,); zentraler Grenzwertsatz.
n

(4) Wie stark streut £S5, um E (X1)?
Gesetz vom iterierten Logarithmus S, —n-E(X) <k-/2-n-log (log (n))

Shn
2 -n -log (log (n))
E(X;)=0

.
.
. n
. .
. .
n—oo . .
1.5, =%
n

Zur Beantwortung dieser Fragen ist die Maf- und Integrationstheorie zu entwickeln (Modellbil-
dung). Spiter zur Beantwortung von Frage 3 werden wir die Theorie der Fourier-Transformation
bereitstellen.

0.4 Vorkenntnisse

e Stochastik I (Nicht zwingend, aber als Motivation und fiir Beispiele wichtig)
e Analysis I/1T

e Lineare Algebra

http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de Seite 1
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Lehrstuhl TV 1. Kapitel: Ereignisse und Mengensysteme

I. Maf3- und Integrationstheorie

1. Kapitel: Ereignisse und Mengensysteme

Die Mafitheorie wurde etwa 1930 von Kolmogoroff als mathematisches Modell zur Beschreibung
von zufiilligen Ereignissen eingefiihrt.

Erinnerung: Stichprobenraum  # ()
Ereignisse ACQ

1.1 Eigenschaften von Ereignissen

2 Ereignis £ A C Q Menge
sicheres Ereignis Q

unmégliches Ereignis | 0

2L tritt nicht ein AL =0\ 4

Ao oder A; treten ein | Ag U Ay
Ao und A; treten ein | Ag N Ay

mindestens ein 2, U A,
neN
jedes A, ﬂ A,
neN
oo-viele A, limsup 4,, = ﬂ U A, M
n—eoe n=1m=n
beinahe alle 2, limsup A,, = U ﬂ A, 1

n=1m=n

Aus verschiedenen Griinden kommen als mogliche Ereignisse im allgemeinen nicht alle Teilmengen
A C Q in Frage, da

(a) technische Probleme der Mafitheorie eine Messung unmdoglich machen oder

(b) bereits ein kleineres System von benutzten Teilmengen die Information beschreiben kann,
die wir zu einem bestimmten Zeitpunkt iiber das System haben.

Beispiel: Es sind nur Ereignisse zuléssig, die aufgrund der vorliegenden Informationen beschrieben
werden konnen. Dann ist zum Beispiel ,,der $-Kurs steigt im n#chsten Jahr auf 2,50 EUR® nicht
durch die heutige Information beschreibbar.

1.2 Definition (0-Algebra)
Es sei Q # (). Ein System 2 € Po7 (Q2) heifit g-Algebra (in ), falls

(O'Ao) Qe
(cA;) AedA=Aleq

(04s)  ApeAvn>1= | J A, e

n=1

(Wfiir jedes n tritt mindestens ein Ereignis ein
[2Ifiir mindestens ein n treten alle (folgenden) Ereignisse ein

http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de Seite 3
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Stochastik II Fachschaft Mathematik

1.3 Beispiele und Eigenschaften

(a) Stets ist A = Po7 (Q) eine o-Algebra. Ist Q abzihlbar, so wihlt man im allgemeinen diese.

(b) A o-Algebrain Qund ' C Q= A" ={ANQ | A e U} ist o-Algebra in . A’ heiit Spur
von A in .

(c) Wie schon in Stochastik I gezeigt gehoren alle Ereignisse auf der rechten Seite von (1.1) zu
A, falls A, A, € 2.

(d) Q,Q Mengen, A’ o-Algebra in Q' und T : Q — Q' Abbildung.
= T'A)={T""A)|A e}
ist o-Algebra in ; wobei T71 (A') := {w € Q| T (w) € A’} das Urbild von A’ unter T ist.

1.4 Satz und Definition (Erzeugte o-Algebra)

(Siehe Stochastik I, (1.12)) Es sei £ C PoT (2) ein Mengensystem. Dann ist
AE) = (] 2

2 o-Algebra

ECA

eine o-Algebra, und zwar die kleinste die £ enthélt. 2 (£) heifit die von £ erzeugte o-Algebra.

Als Erzeuger von o-Algebren werden spéater hdufig Mengensysteme auftreten, die bereits teilweise
die Eigenschaften von o-Algebren besitzen. Wichtig dabei sind die Ringe:

1.5 Definition (Ring/ Algebra)

Es sei Q # (). Ein System R C PoT (2) heifit Ring (in ), falls

(Ro) feRr
(R1) A BER=A\BeR
(R,) ABeR=AUBcR.

Wird zusétzlich noch
(Rg) QeR

gefordert, so heifit 2R eine Algebra (in 2).

1.6 Eigenschaft
Sei R ein Ring; A, B€R = AN B € R.

I AnB=A\(A\B). 1
1.7 Satz
R C PoTt () ist Algebra < R erfiillt (c4p), (6A41) und (R2).
Beweis:
R Algebra = (R3) = (04o), (R2) per Definition,
(6 A;) folgt aus (Ry), da Q€ R und Q\ B = BE.
Umgekehrt:

Aus (R3) = (0Ao), (cA;)) = 0=0°%cR, das heiBt (Ro)

C
(Ry) folgt aus der Gleichung: A\ B= AN B = (AC U B) ceRn
0

Seite 4 Letzte Anderung: 26. November 2002



Lehrstuhl TV 1. Kapitel: Ereignisse und Mengensysteme

1.8 Beispiele

(a) Jede o-Algebra ist eine Algebra und somit ein Ring.

(b) Sei Q#10
R = {A cQ ’A oder A% hat nur endlich viele Elemente}

ist Algebra, aber falls 2 unendlich ist im allgemeinen keine o-Algebra.

Ein weiterer wesentlicher Begriff ist:
1.9 Definition (Dynkin-System)

Es sei Q # (). Ein System © C PoT () heifit Dynkin-System (in ), falls
(DSp) NeD
(DS)) AeD=Abec®
(DS3) Sind A, € © paarweise disjunkt = () A, € D.
n=1

1.10 Eigenschaften

(a) P=0LeD

(b) ABe®, ACB=B\Aec?®
Beweis:
Zu (a): Klar nach (DS7) und (DSp).
Zu (b): Es ist

ANB =0eD

und nach (DSs)

C
AUB =AU B UQUOY ... €D = B\Az(AuBC) —BnAlem

1.11 Satz

Ein Dynkin System 9 ist genau dann eine o-Algebra, wenn es N-stabil ist, das heifit fiir A, B € ©
= ANBeD.

Beweis:
Trivialerweise ist jede o-Algebra ein N-stabiles Dynkinsystem nach (1.3.c).

Sei nun ® ein N-stabiles Dynkinsystem.
Es ist (0 As2) zu zeigen:
Sind Al,AQ €ED=A1NA €D

= Al\(AlﬂAg)ED = A1UA2:[A1\(A1QA2)]UA2U®U...E@
(1.10.) (DS2)

Damit ist auch jede endliche Vereinigung von A4,..., A, € ®.
Sind A,, € ®Vn

= B,=A4AU...UA,€DYVn>1 und Bpi41\ B, €D nach (1.10.0).

Da - -

U 4w =410 |J (Busa \ By)

n=1 n=1
folgt die Behauptung aus (D.S2). 0
http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de Seite 5
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Stochastik II Fachschaft Mathematik

Analog zu (1.4) erhalten wir:
1.12 Satz und Definition (Erzeugtes Dynkin-System)

Es sei € € PoT1 () ein Mengensystem. Dann ist

D (&) = N 2

D Dynkin-System
ECD

ein Dynkin-System und zwar das kleinste das £ enthilt. D (£) heifit das von £ erzeugte Dynkin-
System.
Beweis: Einfach!

1.13 Satz
Ist £ C PoT () ein N-stabiles Mengensystem, so gilt:
D(E)=A(E).

Beweis:
Nach (1.11) ist 2 (€) ein Dynkin-System mit £ C 2 (E)

= DE)CAE).

Bleibt ,0“ zu zeigen: Nach (1.11) reicht es zu zeigen, dafl © () N-stabil ist (= D (£) o-Algebra
= AE) CD(E)). Sei D € D (€) beliebig und

Dp={AcD(E)|AND D (E)}.

Man sieht leicht, dafl ©p ein Dynkinsystem ist. Fiir £ € £ gilt trivialerweise (da £ N-stabil ist)
£ C Dg und damit

DECDE = VDeD(E)VE€E:DNEeD(E) = ECDp = D) CDp,

das heifit VA € D (£) ist AND € D (£). Da D € D (€) beliebig = D (£) N-stabil. 0

1.14 Beispiele
(a) Essei (E,d) ein vollsténdiger metrischer Raum.
E:={ACE| A offen}

ist ein N-stabiler Erzeuger. Die erzeugte o-Algebra 2 (£) heifit Borel'sche o-Algebra (in E)
[vergleiche Stochastik I]. Sie wird mit B (E) bezeichnet.

(b) InRsind & = {]a,b] | & < b} sowie &2 = {]—00,a] | a € R} N-stabile Erzeuger der Borelschen
o-Algebra B (E).

Seite 6 Letzte Anderung: 26. November 2002



Lehrstuhl TV 1. Kapitel: Ereignisse und Mengensysteme

Aufgaben:

Aufgabe 1.1:

Es sei Q # () eine endliche Menge mit einer geraden Anzahl von Elementen.
D={ACQ:#A gerade}.

Zeigen Sie, dafl ® ein Dynkin-System ist, aber keine o-Algebra.

Aufgabe 1.2:

Fiir jedes £ C Po7 () sei R(E) der kleinste Ring, der £ enthélt. Man beweise die Existenz
von R (€). Man bestimme A (£) und R (€) fiir den Fall £ = {A} fiir A C Q beliebig. Wann gilt
A(€) =R (€) in diesem Spezialfall?

Aufgabe 1.3:

Beweisen Sie, daf}

A(fw):we Q)= {A C Q: A abzihlbar oder A° abzéihlbar}.

Aufgabe 1.4:

Zeigen Sie
(a) Wenn & eine o-Algebra ist, dann ist 2 (£) = £.
(b) Wenn £ C § C A (), dann ist A (E) = A(F).

Aufgabe 1.5:

Es sei Q # 0 und € C PoT1 (). zeigen Sie: Fiir A € A (E) existiert eine abzdhlbare Menge €4 C &
mit A € A(Ea).

Hinweis: Betrachten Sie die Menge derjenigen A € 2 (£) fiir die die Behauptung richtig ist.

http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de Seite 7
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Lehrstuhl TV 2. Kapitel: Inhalt und Mafl

2. Kapitel: Inhalt und Maf3

Zusétzlich zu den Begriffen Wahrscheinlichkeitsmafl und Maf3 brauchen wir noch die Begriffe Inhalt
und Pramafl auf einem Ring:

2.1 Definition (Prdmafl/ Inhalt)
Es sei R ein Ring in Q und g : R — [0, 4+00] := [0, +o0[ U {c0}.
(a) p heifit PramaB (auf R), wenn

(Mo) p(0)=0
(M) VA, € R paarweise disjunkt mit U A, €R

n=1
= u (U An> =Y n(An) (o-Additivitit)
n=1 n=1
(b) p heiit Inhalt (auf R), wenn (My) gilt und
(Ml) Fir A,,..., A, € R paarweise disjunkt, gilt

M <U AZ-) = u(Ai) (endliche Additivitit)
=1 =1

2.2 Bemerkung

(a) Wegen (My) ist jedes Pramaf ein Inhalt.

(b) Ist p ein Pramaf auf einer o-Algebra R, so ist p nach (1.3.3) (aus Stochastik I) ein MaB.

2.3 Beispiele

Sei R ein Ring in Q.

(a) Sei w € Q beliebig. Dann ist &, : R — [0, o],

LW={o g

ein Pramaf} auf R. &, heifit Punktmaf in w.

(b) Ist u1, 2, ... eine Folge von Inhalten (Prdmaflen) auf R und aq, ag,... > 0.

o0
= W= Zanun
n=1

ist Inhalt (Préamaf) auf .

2.4 Eigenschaften (Inhalt)

Es sei p1 ein Inhalt auf einem Ring 98 und A, B, A1, 4>, ... € R

(a) p(AUB)+p(ANB) = pu(A)+p(B)

http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de Seite 9
http://mathematik.uni-dortmund.de/1siv



Stochastik II Fachschaft Mathematik

(b) ACB = pu(A) <u(B) (Isometrie)
() AC B, u(A) <00 = u(B\A) = u(B) - ()

d) u (@1 Ai> < é (A (Sub-Additivitit)

Beweis:

AUB=AU(B\A) B=(ANB)u (B\A)

=  p(AUB)=p(A)+pu(B\A)
pw(B)=p(ANB)+p(B\A) (¥

= p(AUB)+p(ANB)+pu(B\A) =p(A)+pu(B)+pu(B\A)

Ist 4 (B\ A) < oo = Behauptung. Ist u(B\ A) = +00 = p(AUB) = +oo und pu(B) = 40
= Behauptung.

Fiir A C B folgt aus (x)
p(B) = p(A)+p(B\A),
da g > 0= (b) und (c).
Zum Beweis von (d) setzt man By = Ay, Bo = A3\ A1,..., B, =4, \ (A1 U...UA,_1)

= (B;) paarweise disjunkt

= u(UBz) = u(By);

=1 1=

da | B;= U A; und B; C A; folgt (d) aus (b). U

i=1 i=1

Genau wie bei Maflen (vergleiche Stochastik I (1.20)) a8t sich die o-Additivitdt (M;) durch
Stetigkeitsaussagen dquivalent beschreiben (siehe auch Stochastik I).

Bezeichnung: F, E1, Es, ... Mengen

E,.1E & EiCEcC.. E=JE,

E,|E & ElDEgD...,E:ﬂEi.

2.5 Satz

Es sei p ein Inhalt auf einem Ring $R. Man betrachte die folgenden Aussagen:

(a) p ist Pramaf.
(b) Fiir alle Folgen (A4,,) C R mit A, T A und A € R gilt

lim g1 (A,) = i (4).

n—oo

Stetigkeit von unten.

(c) Fiir alle Folgen (A4,) C R mit A, | A, A€ R undP! p(A4,) < co gilt

lim 4 (A,) = p(A).

n—oo

Stetigkeit von oben.
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(d) Fiir alle Folgen (A,) C /& mit A, | § und® p(A4;) < oo gilt
lim p(A4,)=0.

0-Stetigkeit.
Dann gilt:
(a) & (b) = (¢) & (d).
Ist p ein endlicher Inhalt auf R, das heifit u (A) < coVA € R, so sind (a) — (d) sogar dquivalent.

Beweis:
(a) = (b): Sei Ag := 0 und B,, = A, \ An—1

= B, paarweise disjunkt mit A = U B, und A, = B1U...U B,.

n=1

Da p o-additiv ist

n—oo

= u(A) =) u(B) :nILH;oZM(Bi) = lim p(An).
n=1 i=1
(b) = (a): Seien (A,) C R paarweise disjunkt mit
U 4i=Aen
n=1

Setze B, = A1 U...UA, T A.

= u(A) = lim u(B,)

n—oo

nhHH;O Z w(4;) = Z 1 (4;) = Behauptung.
i=1 i=1

(b) = (¢): Nach (2.4.c) gilt u (A1 \ Ap) = (A1) —p(An). Aus A, | A= A1\ An T A1\ A

T pA\A) = Tim p(Ar\ Ap) = p (A1) = Tim p(An).

Daraus folgt (¢), da wegen (2.4.b) p(A,) < (A1) < ooVn und p(A) < (A1) < oc.
(¢) = (d): Trivial.

(d) = (c):
Al A = A, \AL0.

Da A,\ACA, C A
= (A \ A) < coVn
= hmu(An\A): limM(An)_:u’(A):O

und da A,, A C A1 = p(A,),pu(A) < oo = ().

Sei nun p ein endlicher Inhalt. Zu zeigen:
(d) = (b): Sei (A,) CR, A, TAER

= A\A, |0
Da p endlich folgt aus (d):
0= lim pu(A\Ay) = lim pu(A) —pn(A,) = Behauptung.

n—oo n—oo
U
[3lgehért nicht zur Definition
http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de Seite 11
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2.6 Bemerkung
Sei ) abzihlbar unendlich und

R= {A C Q| A oder AC endlich}

die Algebra aus (1.8.b):
0 A endlich
(4) _{ oo AL endlich

Dann ist p ein Inhalt, u ist (-stetig aber kein Prémaf!

2.7 Definition (Mafl/ endliches Maf})
Jedes auf einer o-Algebra A in 2 definierte Pramaf heift Mafl (auf ). Gilt u (£2) < oo, so heifit
w endliches Maf3.
2.8 Beispiele
(a) Das Punktma$ &, fiir w € Q ist ein Mafl auf (Q,2).

(b) Sei Q abzéhlbar. Wie in Stochastik I (1.23) gezeigt definiert jede Zahldichte f : Q@ — R, mit
> f(w) =1 durch

weN
B= Z fw)- &
weN
ein Maf§ auf (2, Po7 (2)) (vergleiche (2.3.0)). Es gilt p (2) = 1 und p heift Wahrscheinlich-
keitsmaf3.

(c) Sei Q # 0 beliebig. Fiir A € Po7 () sei

00 sonst.

= { #A falls A endlich,

Dann ist p (A) := |A| ein Maf auf (2, Po7 (Q)), das ZéhlmaB auf 2.

Bevor wir zeigen, daf jedes Pramafl auf einem Ring R zu einem Maf auf 2 (R) fortgesetzt werden
kann beweisen wir erst ein Kriterium, das die Eindeutigkeit dieser Fortsetzung sichert:

2.9 Satz (Eindeutigkeitssatz)

Es sei € ein N-stabiler Erzeuger einer o-Algebra 2 in 2 und E,, € £ mit E,, T Q. Sind dann p1, peo
Mafe auf 2 mit

(i)
1 (E) = 2 (E) VE €& und

(ii)

so gilt p1 = pa , das heifit uq (A) = p2 (A) VA € 2.
Beweis:
Sei zuerst E € € mit uy (E) < oo fest gewihlt. Wir setzen

Dg = {Dte|u1(EﬂD):u2(EﬁD)}.
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Da & N-stabil, folgt aus (i), daB £ C D . Wir zeigen, dal D g ein Dynkin-System ist: Trivialerweise
ist Q € D, das heifit (DSy) gilt. Sei D € D g; mit (2.4.¢) folgt

m(ENDY) = i (BE\(END)) = (E) = m (END)

= p2(E)—p2(END) = po (EWDC)7

da wegen p; (F) < oo auch py (EN D) < oo gilt.

= Db ey, das heiBt (DS)gilt.

Fiir paarweise disjunkte D,, € D folgt da u;, pue Mafle sind:

n=1 n=1

= iMQ(DnﬂE) = M2<® (DnmE)>

_ u(([’jD)mE>

= ) Dn€Dp, das heift (DSy).

n=1

Dal C®Dg = D () C Dr und wegen Satz (1.13) gilt:

A=AE)=D(£) C Dp C U,

also A =Dp, also 1 (ANE) =pu2 (AN E) fiir alle A € A, E € £ mit py (F) < co. Da man nach
(1) E = E,, wihlen darf, und AN E,, T A folgt mit (2.5.b)

pr(A) = lm g (ANE,) = lm ps (AN E,) = ps (A)

fiir jedes A € 2, das heift

p1 = pia.

2.10 Folgerung

(a)

Fiir die Borel’sche o-Algebra 9B (R) ist nach (1.14.b) £ = {]—o0,t] : t € R} ein N-stabiler
Erzeuger. Nach Satz (2.9) ist also jedes Wahrscheinlichkeitsma§ P auf R durch die Werte
Fp (t) := P (]—00, t]) eindeutig bestimmt.

Fp : R — [0,1] heifit Verteilungsfunktion von P. Fp ist monoton wachsend und stetig von
rechts. Wir werden spiéiter sehen, dafl zu jeder solchen Funktion F' : R — [0, 1] auch wieder
ein (wie wir wissen eindeutiges) Wahrscheinlichkeitsmaf} existiert.

Beispiel: Ist P =&, x € R
N { 0 t<z

1 t>x
d
(b) Das d-dimensionale Lebesgue-Mafl A\? ist durch die Werte A4 (Ja,b]) = [] (b; — a;) eindeutig
i=1
bestimmt.
T &={]a,b:a,bec R} ist ein N-stabiler Erzeuger von B (R?) und
E,=](-n,...,—n),(n,...,n)]
erfilllt £, T R? und A (E,,) = (2n)" < . |
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Zusitzlich zum Eindeutigkeitssatz (2.9) bendtigen wir noch den Fortsetzungssatz. Wie wir spéter
sehen werden ist es hdufig leicht, ein Pramafl i auf einem Ring R zu konstruieren. Die Frage ist
nun ob dann ein Ma$ i auf einer o-Algebra 2 in  existiert mit R/ C 2 und i (A) = p (A) fiir alle
A € R. Dies liefert der folgende Satz:

2.11 Satz (Fortsetzungssatz)

Jedes Pramafl p auf einem Ring SR in Q kann auf mindestens eine Weise zu einem Mafl i auf
A = A (R) fortgesetzt werden, das heifit i (R) = u (R) VR € R.

Beweis: (Carathéodory)
Fiir Q C Q beliebig sei U (Q) die Menge aller Folgen (A,) C R, welche @ iiberdecken, das heifit

QC U A;. Auf Pot (Q) definieren wir p* : Por (Q) — [0, 0]

=1

@1) 1 (Q) = mf{Zu (An eu(@)} @) #0
+00 4(Q) =0
w* besitzt folgende Eigenschaften:
(22.4)  pr@®=0
(22.B) Q1C Q2= p*(Q1) < (Q2)

o0

(2.2.C) <nL—J1Qn> Z

fiir jede Folge (@y) C PoT ().

(2.2.A) folgt sofort, da (0,0,...) € A(D) und w(P) = 0. Falls Q1 C Q2 so ist 4 (Q2) C U(Q1)
= (2.2.B). Fiir den Beweis von (2.2.C) reicht es p* (@) < oo Vn anzunehmen, insbesondere also
U(Qn) # 0Vn. Zu & > 0 beliebig und fiir n > 1 existiert einen Folge (A,.m),,cy € 4(Qn) so daB

Z p(Anm) < p' (Qn) +27"e (Definition von p*!)

w (U Qn> <Y uAnm) = (17 (Qn) +27") <D (Qn) +
n=1
Da e > 0 beliebig = (2.2.C).
Beachte, daf aus (2.2.4) und (2.2.B)
(2.2.D) >0

folgt. Wesentlich ist nun die folgende Beobachtung:
Fiir alle A € R gilt

(22.E) 1 (@ = p(QnA)+ur (@A) vQePor(Q)
(22.F)  w*(A)=pu(4).

Es reicht (2.2.F) fiir p* (
folgt fiir jede Folge (A,,)

< 00 zu zeigen, insbesondere U (Q) # 0. Aus der Additivitidt von p
(@), dal

Q)
ey
Z :ZH(AnmA)+Z.“(An\A)-

n=

—
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Da (A, NA), €4 (QNA) und (4, \ 4), € U(Q\ A) folgt
> i) = H (@QNA) + i (Q\A) = 1 (QNA) +p* (@ 4°)

Infimum auf der 0y > (Q N A) + (Q n AC) das heiBt (2.2.E) gilt.

linken Seite

Fiir (A,) € 4(A) = AcC U A,

n=1

= uA) <Y uA) = p(A) <t (A).

Andererseits ist (A4,0,0,...) € 4 (A)
= u(A)<u(d) = (22F).

Wir werden nun zeigen, dafl das System A* aller Mengen A € Po7 () fiir die (2.2.E) gilt eine
o-Algebra in Q ist und p*|y. ein MaB. Nach (2.2.E) gilt R € A* = 2 (R) C A* und nach (2.2.F)
ist dann g = M*|m(m) eine Fortsetzung von p zu einem Maf auf 2 (). Dazu benétigen wir:

2.12 Definition (dufleres Maf})

Ein duBeres MaB auf einer Menge © # () heifit jede numerische Funktion p* : Po7 () — [0, o0]
mit (2.2.4)-(2.2.C). Eine Menge A C 2 heifit p*-mefibar, falls sie (2.2.F) erfiillt.

Der Beweis von Satz (2.11) wird nun durch den folgenden Satz beendet:
2.13 Satz

Es sei pu* ein dufleres Mafl auf Q # ). Dann ist das System A* aller y*-mefibaren Mengen A C
eine o-Algebra in 2. Weiter ist p*|y. ein Maf.

Beweis:
Aus (2.2.0) folgt, da (QN A, Q\ A,0,...) € 4(Q), daB

Q) =p (@NAUR\A)UD..)<p" (Q@NA)+pu"(Q\A)+0,
das heiit (2.2.F) ist fiir A € A* dquivalent zu

(22.B) (@ =p (@NA)+u (QNA) vQe Por(Q).

Zu zeigen: A* ist o-Algebra: Trivialerweise erfiillt A = Q (2.2.E’), also ist Q € A*. Wegen der
Symmetrie in (2.2.E’) ist mit A € 2* auch A € A, Wir zeigen nun, daff mit A, B € 2A* auch
AU B € 2A* (da A* Komplement-stabil ist, folgt dafi A* eine Algebra ist). Fiir jedes Q € PoT (2)
gilt ndmlich

p(Q) =p" (@NB)+p" (Q\ B).
Ersetzt man nun @ durch @ N A und durch Q\ A =QnN A® o erhilt man fiir alle Q € Por (Q):

w(QNA) = (@NANB)+p* (QNANEE),
* (QmAC) = (QmACmB) + u* (QmACmBC)
und dann mit (2.2.F’) fiir alle Q € Po7 (Q):

w(Q = w(@QnAnB)+pu (QnAnBY)

+p* (QﬂAEmB)Jru* (QﬂAEmBE) (*)
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Ersetzt man hier @ durch @ N (A U B) so gilt VQ € PoT ()
1 (QN(AUB)) =p* (QNANB) + (QﬁAﬂBG) + (QﬂACﬂB) (1)
Dies zusammen mit (x) liefert
Q) =1 (QN(AUB) + (RN (AUB))
fiir alle Q € Po7 (), das heifit AU B € 2*. Insbesondere ist 2* N-stabil.

Seien nun (A,) C A* paarweise disjunkt und A = | A,,. Wihlt man in () A = A4; und B = A4,
n=1
so folgt, da AN B = (), daB
p(QN (A1 U A)) = p (Q N AL + p” (QN Ap)
und dann durch Induktion
pw (Qm (U A)) =Y (@A)
i=1 i=1

fir alle @ € Po7r () und alle n > 1. Wie bereits gezeigt ist B, = [J A; € 2A* und da
i=1
Q\B,DQ\ A, also u*(Q\ Bp) > p*(Q\ A), folgt fiir n € N:

1 (Q) = p* (QN By) + 1" (Q\ By) zn: (QNA)+u" (Q\A).
Mit (2.2.C) folgt dann fiir alle Q € Por (Q) 7
1 (Q) = iu* (@NA)+p" (Q\NA) = p" (QNA)+p" (Q\ A)
und damit wie eben sogarz_

Q) =D p(@QNA)+u (Q\A) =p" (QNA) +u"(Q\A) (&)

i=1
das heifit A € A*.

Damit ist 2* ein N-stabiles Dynkinsystem und nach Satz (1.11) somit eine o-Algebra. Setzt man
in (&)

QAUA

so folgt

also ist p1*|g. ein MaB. 0

Da jeder Ring JR N-stabil ist, benétigen wir im Hinblick auf den Eindeutigkeitssatz (2.9) noch eine
Endlichkeitsbedingung um im Fortsetzungssatz (2.11) eine eindeutige Fortsetzung zu erhalten.

2.14 Definition (o-endlich)

Ein Inhalt u auf einem Ring R in Q heifit o-endlich, wenn eine Folge (A,) C R existiert mit
Q= A, und p(4,) < oo Vn > 1.
n=1
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2.15 Beispiele
(a) Das Lebesgue’sche Prama A? auf R ist o-endlich. Wihle A,, = |(-n,...,—n),(n,...,n)];
so gilt M (4,,) = (2n)* < 0o und 4, T R<.
(b) Das ZdhlmafB aus (2.8.¢) ist genau dann o-endlich, wenn  abzéhlbar ist.
(c) Ein Inhalt p ist o-endlich < 3 (A]) C R mit p (A),) < oo und A], T Q.
T =% Sei (A,) C R mit 1(Ay) < oo und Q = [J Ap. Setze AL = A, U...UA, =
u(Al) <oound Al 1T Q. "
R 1
Zusammenfassend erhalten wir:

2.16 Satz

Jedes o-endliche Pramafl p auf einem Ring R in 2 kann auf genau eine Weise zu einem Maf i auf
A (R) fortgesetz werden.

Beweis:

Existenz von fi folgt aus Satz (2.11), R ist als Ring N-stabil (vergleiche (1.6)) und nach Vor-
aussetzung (siehe auch (2.15.c)) 3E, € ® mit E, 1 Q und p(E,) < oco. (2.9) liefert dann die
Behauptung.

2.17 Beispiel

Zum Abschlufl diese Kapitels und zur Illustration von Satz (2.16) konstruieren wir nun das eindi-
mensionale Lebesgue-MaB \'. Es sei

J={la,b] | a <b,a,beR}

das System aller halboffenen Intervalle in R. Nach Stochastik I (2.16.1) ist B (R) = [ (J). J ist
zwar N-stabil, aber kein Ring, da zum Beispiel (Rz) nicht gilt. Es bezeichne F das Mengensystem
aller endlichen Vereinigungen von Intervalle aus J, das heif3t

r-{Us

=i

IiEJ,n21}.

1. Schritt: F ist ein Ring.

[ Trivialerweise ist ) € J C F, also gilt (Rp). (Rz2) gilt nach Definition von F. Bleibt (R;1) zu
zeigen, das heifit mit F,G € F = F\ G € F: Nach Definition existieren I7,...,I/ € J und

... eJmit F=J I[und G= | I}
i=1 j=1

m

= F\¢=U| N @)

=1

und somit reicht es zu zeigen, daB () (1] \ I}/) € F ist. Klar ist, daff I]\ I} € F ist. Also reicht es
j=1

zu zeigen, dafl der Durchschnitt zweier Elemente aus F zu F gehort: Seien F, G wie oben

= FﬁG(UI{)ﬂ UI]’-' :UUIQQI]'-IG}" =  Behauptung.
i=1 j=1 i=1j=1"—~v—"
il
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2. Schritt: Es existiert genau ein Inhalt A auf F, so da§ A (Ja,b]) = b — a fiir alle ]a,b] € J ist.
[ Jedes F € F besitzt eine Darstellung

F=LU...Jl, mit ;eJ ()
Fiir jeden Inhalt A auf F gilt dann
AME)=X )+ ...+ X)),
das heiflt X ist bereits eindeutig durch Werte auf J festgelegt.
Fiir I =]a,b] € J sei A(I) = b — a. Dann gilt:
(a) I =]a,bl=]a,U]c, bl =11,
= MI)=b—a=0b-0c)+(c—a)=A(T1)+ A(I2)
und dann induktiv

A (U 11) =Y A(L;) fir I; € J paarweise disjunkt,

i=1 i=1
falls o) I; = I =]a,b].
i=1

(b) Seien nun
F=hLy.. .Ul,=JU...UJ,

zwei Darstellungen von F' € F, so ist
ML)+ ..+ 2XT) = A(J)+ .o+ A (Tm)
zu zeigen. Esist: ;N F = |J (I; NJ;) = I,
i=1

2

Analog folgt

(c) Nach (b) ist die Zahl

unabhéngig von der Darstellung F' = I; U ... U I, und somit ist A auf F wohldefiniert,
additiv und A (@) = 0, also ist A der eindeutige Inhalt. 1l

3. Schritt: Der Inhalt A auf F ist ein Prama$.
[ Da X endlich ist, geniigt es nach Satz (2.5) die (-Stetigkeit zu zeigen:
Sei (F,) C F, F,, | 0. Es reicht zu zeigen, da§ aus der Annahme

n—oo

§:= lim \(F,) = Tllrelg)\(Fn) >0
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folgt
oo
() Fn # 0.
n=1
Nunist Fp, =L U ... U I, mitl;€J
a) by al b},
33 33 33 +3
a1 b1 az bo

Durch Verkleinerung der Intervalle I; erhalten wir ein G, € F mit G, C F,

A(F,) — A(Gp) <2775, Wir setzen H, = G1N...NG,

= (H,) CF mit H, D Hyy1 und H, C G, CF,.

und

Da Fj, beschrankt ist, ist (H_n) eine Folge kompakter Teilmengen von R mit H,, |. Nach Aufgabe

(2.10) oder Heuser - Analysis U - Satz 157.6 ist dann, falls H,, # () Vn
() H. #0
n=1

und somit auch

ﬂF,ﬁé(Z).

n=1
Bleibt zu zeigen:
H, #( fiir alle n € N.

Dazu zeigen wir zuerst
Vn>1:A(Hy) > A(F,)—6(1—-27"). (#)
Hy = Gyund A(Fy) — A(G1) <2715
& AG)=AF)-27'=xF) - (1-271)0.
Es ist Hyp1 = Gny1 N Hy,
= ANHpt1) =X (Grg1) + A (Hp) — A (Gry1 UH,).
Nach Induktionsvorsaussetzung gilt A (H,) > A (Fy,) — 6 (1 — 27™); nach Wahl von G, 41:
MNGpi1) > MN(Fpy1) =277 sowie Gpy1UH, C Fyy1 UF, =F,
= ANGny1UFE,) <A(F,).

Zusammengefaflt:

AHng1) = A(Fpp1) =277+ A (F) =0 (1—27") — A (Fp)
A(Fpgr) =6 (1—27"71).

Also gilt (#).
Da A (F,) > 6 Vn > 1 folgt aus (#), dafl

A(Hyp) >27"8 >0,
insbesondere H,, # (.

il

A ist also ein Préamaf auf einem Ring F mit A (Ja,b]) = b — a. X ist g-endlich und somit nach
Satz (2.16) ein eindeutiges Ma A\!' := X\ auf B (R) = A (F) mit A\ (Ja,b]) = b — a. A\ heiBit

eindimensionales Lebesque-Maf.
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2.18 Sprechweisen

(a) Sei (F,d) ein (vollstdndiger) metrischer Raum.
B(E)=2A({O C E | O offen})
heiit Borel'sche o-Algebra in E (vergleiche E = R9).
(b) Seien Q # 0, A o-Algebra in 2. Dann heifit (Q,2) ein Mefiraum. A € A heifit meBbar.

(c) Ist p ein MaB auf (©2,2), so wird (2,2, 1) ein Maraum genannt.
Ist speziell p (2) =1, so heifit (2,2, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

2.19 Definition (A-2’'-mef3bar)

(Vergleiche Stochastik I (4.1) Zufallsvariable.) Es seien (Q,2() und (©,21) Mefirdiume und
T:Q — Q eine Abbildung. T heifit A-2'-meBbar, wenn

VA e T 1 (A)={weQ|T(w)c A} e

Wir schreiben dann auch
T:(Q,2) — (Q,2A).

Bemerkung:
T:(2,2) — (Q,%) & T')cu

2.20 Beispiele
(Vergleiche Stochastik I)

(a) Jede konstante Abbildung T : Q — ' ist 2A-2-mefbar.
[ SeiT(w)=aVweN

Q ac A

= T_l(A,):{ 0 agA/

€ 2 per Definition.

1

(b) Sind E, E’ metrische Rdume, so ist jede stetige Abbildung T : E — E' B (E)-B (E’)-mefbar.
[ Sei O das System aller offenen Teilmengen in E’. Da T stetig

= T7'(0)eB(E)VO 0.
Die MeBbarkeit folgt nun aus: i

2.21 Satz
Es seien (©,2) und (,2") MeBriume; £ sei ein Erzeuger von 2’. Eine Abbildung 7" : Q — €/
ist genau dann 2A-'-mefbar, wenn

T-'(E)eAd VE €&
Beweis:
Sei

Q' :={Q €Por (V)| T (Q) eA}.

Dann ist Q' eine o-Algebra in €', also ist

Aco & &ca.
Aus dieser Bedingung folgt & C ', also ist 2’ C Q', das heifit

T (A)en vA e

]
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2.22 Eigenschaft

Es seien
T1 . (Ql,Qll) — (QQ,Q{Q) und Tg . (Qg,mg) — (93,913)

= TyoT:(Q1,2) — (Q3,Us3).

Beweis:

Einfaches Nachrechnen!

Sprechweise:

Es sei © eine Menge und (£2;,2l;),.; MeBraume und
T : Q — Q. (Q3am3) (Ql,g{l)

Dann heif}t Y V

A:=A(T;:i 1) :Ql(U 7 ()

) 0
) ~—— T
€L Algebra in © / ‘/ X

die von den Abbildungen (75),.; erzeugte o-Algebra (Q2,%Az)

in Q.

Dies ist die kleinste o-Algebra, die alle Abbildungen T; : Q — Q; 2-2(;-mefbar macht. Ist
I ={1,...,n} so schreiben wir auch A (T4,...,T,). Fir n =1 gilt

A(Ty) =A (T (A1) =T ().
Ist daher auf 2 eine o-Algbra 2 gegeben, so gilt:

T:(Q,2)— Q2 &« A(T)cC

Mit Hilfe meBbarer Abbildungen 14t sich ein Maf§ auf (,2() zu einem Maf} auf (2, 2’) transfor-
mieren:

2.23 Satz und Definition (Bildmaf)
Essei T: (2,2) — (©,2) und g ein Mafl auf (€2, ). Dann wird durch
A s A —p(T ' (4))

ein Maf} i/ auf (', ') definiert. 1’ heifit Bild von g unter T und wird mit T (i) bezeichnet. T' (1)
heift auch BildmaB von p (unter T'), also T' () (A') = p (T~ (4")).

Beweis:
Ist A/ =0
= T7H0)=0 = pO)=p(T"0)=pn®)=0.
Seien
(A) C A" paarweise disjunkt = (7' (4})) C A paarweise disjunkt
i=1 i=1 i=1
= D ou(T7H(A)) =D 4 (4)
i=1 i=1
0]
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2.24 Beispiel
Seien (,2) = (@, ) = (R,B (R)) und px = A\ das Lebesguemaf; a € R fest und T (z) = v + a
die Translation. T ist stetig und somit B (R)-B (R)-mefibar. Sei A’ =T (A!). Da T bijektiv

= T '(ed)=]c—a,d—a = N(ecd)=NN(c—a,d—a])=d—c=\(cd]).

Da J = {]a,b]} ein N-stabiler Erzeuger von B (R) ist folgt mit dem Eindeutigkeitssatz (2.9)
N =\l das heifit T (A1) = AL
Man nennt diese Eigenschaft die Translationsinvarianz von A®.

Anschlieflend zeigen wir noch:

2.25 Satz

Auf Por (R?), d > 1 existiert kein translationsinvariantes Ma§ A mit A (Ja,b]) =

d
1=

(bl — ai).
1
Insbesondere gilt B (RY) # PoT (R?).

Beweis:

Auf R? definieren wir eine Aquivalenzrelation
T~y ez —yeQl
= Rd’N: {[«] |z e R} = {$+(@d|x€Rd}.

Es gilt:

K= & 2~y & 2+QT=y+Q%
Dazun€Reinn €Z mit n <n <n+ 1 existiert, alson —n € [0,1]

= Vz]e Rd‘N Az € [z] : 2z € [0, 1],

wobei 1 = (1,...,1). Nach dem Auswahlaxiom gibt es also eine Menge K C [0, 1], so da8

RY ={[z] |z €K} und #(z]nkK)=1
fiir alle [z] € RY| _.

= R'=]J (k+Q7) = ) w+K)
keK yeQd

und Y1 # Y2 (?) (i +K)N(y2+K) =0 (y1,92 € QY.

—~
N2

(1)
JkeK:zek+Q?

i3

T e U (k:—l—@d)

keK

JFkeKIyeQl:z=k+y
JyeQlakeK:a=y+k
yeQl:zey+ K

x € U (y+K).
yeQd

(N

(2) Annahme:
(b +K)N (2 + K) =0

o K EK: ytk—ytk = k~k Y k=k = y=uy 4

Zu (*): Definition von K.
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Wir nehmen nun an, dafl A\ wie in der Behauptung existiert
= Alpge =A%
Annahme:
K e B (RY).

DaR?= |J (y+ K) und X o-additiv, folgt
yeQ?

SAw+E)=x| ) w+EK)| =AR?) = 0.
yeQd yeQd

Da ) translationsinvariant ist
= AMy+K)=XK) WeR? = X(K)>0.
Andererseits:
Kclo1] = ) @+K)c0.2] mit2:=(22...,2)
y€[0,1[NQ¢

= > Ay+k) <A(0,2) =27 <0
y€[0,1[NQ¢
= MK)=0 4

Also kann K nicht Borelsch sein und auf Pot (Rd) existiert kein Mafl mit den gewiinschten
Eigenschaften. ]
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Aufgaben:

Aufgabe 2.1:
Es sei Q # 0 {iberabzéhlbar und

A = {A C Q: A abzihlbar oder A° abz'a'uhlbar} .

(a) Zeigen Sie, dal durch p; (A) = #A und

(4) = 0 A abzihlbar
12 ] > AL abzihlbar

Mafe auf 2l definiert werden.

(b) Zeigen sie, daf} uo (-stetig ist, u1 aber nicht.

Aufgabe 2.2:

Es sei Q # () eine Menge mit endlich vielen Elementen. Man zeige, da§ das Zahlma$ ¢ auf Po7 (Q)

gleich " &, ist. Man zeige ferner, dafl jedes Maf p auf Po7 (2) von der Form = > &, mit
weN weN

a, = p({w}) ist.

Aufgabe 2.3:
Es sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf % (R). Dann heifit

Fp:R—[0,1] z— P (]—o00,1z])
die Verteilungsfunktion von P. Man zeige:

(a) Fp ist monoton wachsend.

(b) Fp ist stetig von rechts, das heifit liim Fp (z) = Fp (x0) fiir alle g € R.
xlxg
z#zq

(c) liTm Fp (x) existiert fiir alle zg € R.
T|To

(d) liIP Fp(z) =0, lim Fp(z)=1.

r——+00

(e) Fp ist stetig & P ({z}) = 0 fiir alle z € R.

Aufgabe 2.4:

Fiir ein Prdmaf p auf einem Ring R in 2 sei
R={AcPor(Q): ANRER fir alle R € R}

und fiir A € R sei
f(A) =sup{u(R): RC A, RecR}.

Zeigen Sie, daBf R eine Algebra mit & C R ist und daB ji ein PramaB auf R mit f (A) = p(A) fir
alle A € R ist. i heiBit Fortsetzung von p auf R. _
Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dafl i ein Inhalt auf 9 ist und verwenden Sie dann Satz (2.5).
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Aufgabe 2.5: y~-Nullmenge
Es sei p ein Mafl auf einer o-Algebra 2 in Q. Es sei

Ny={NeA:pu(N)=0}
das System der y-Nullmengen. Man zeige:
(a) 0 e Ny
(b) Fiir N € N,, M C N mit M € A gilt M € N,;
(c) Sind N,, € N, fiir alle n > 1, so gilt

U Na € N
n=1
Aufgabe 2.6:
Essei f: R —[0,1],
0 z <0,
Fx)=4¢ = 0<z<1,
1 x> 1.

Bestimmen Sie dasjenige Wahrscheinlichkeitsmafl p auf 9B (R) welches F' als Verteilungsfunktion
besitzt.
Hinweis: Raten sie p oder Aufgabe (2.9).

Aufgabe 2.7:

Das Intervall Ay = [0, 1] zerlegen wir in drei gleich lange Teilintervalle und entfernen das Innere
des mittleren. Die verbleibende Menge A; besteht dann aus zwei disjunkten abgeschlossenen In-
tervallen. Mit jedem dieser Intervalle verfahren wir wie vorher mit Ag. Die verbleibende Menge Ao
besteht nun aus vier disjunkten abgeschlossenen Teilintervallen. Mit diesen verfahren wir genauso,
und so weiter. Auf diese Weise erhalten wir eine absteigende Folge (A4,,) von Mengen. Wir setzen

-
n=1

Zeigen sie

(a) C{i % | a, €{0,2} fiir alle nEN};

n=1
(b) C ist nicht abzéhlbar;
(c) C ist Al-Nullmenge.

Aufgabe 2.8:

Es sei p ein endliches Mafl auf einer o-Algebra 2 in 2 und sei u* das zugehorige duflere Mafl
auf Pot (). Zeigen Sie: Zu jeder Menge Q € Po7 () existiert eine Menge A € 2 mit den
Eigenschaften:

(i) @Qc4
(ii) p*(Q) = p(A);
(iii) p(B) =0 fiir alle Be A mit B C A\ Q.
Hinweis: Man zeige die Existenz einer Folge (A4,) C 2 mit Q C A,, und p(4,) < p* (Q) +n~*

fiir alle n € N. Dann leistet A = (] A, das Verlangte.
n>1
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Aufgabe 2.9:
Es sei f: R — R4 eine beschréinkte monoton wachsende Funktion mit lim f(z) = 0. Weiter sei

f stetig von rechts und lim f (x) existiere fiir alle zy € R. Wie in Beispiel (2.17) zeige man, dafl

xTxo

genau ein Maf§ 4 auf (R, (R)) mit p(]—oo,z]) = f (z) fir alle z € R existiert.

Hinweise:

(1) Es sei F wie in (2.17). Zeigen sie, dafl genau ein Inhalt p auf F mit p (Ja,b]) = f(b) — f (a)
existiert.

(2) pist Pramaf auf F.

Aufgabe 2.10:

Fiir n > 1 seien H,, C R4 kompakt und H,, # 0. Weiter gelte H,, |, das heifit H, 1 C H, fiir alle
n > 1. Zeigen Sie, dafl dann

() Ha#0

n=1

gilt.

Aufgabe 2.11:

Es sei T : Q — ' eine Abbildung und &' C Po7 (). Zeigen sie, dafl
TTHAE)) =A (T ()

gilt.

Aufgabe 2.12:

Essei T = {(1:, y) ER? 22 +¢% = 1} die Einheitssphire in R? mit der o-Algebra

B (T) =TNSB (R?).

Man beweise die Existenz eines Mafles v # 0 auf B (T) welches beziiglich aller Drehungen von T
invariant ist.
Hinweis: Man wihle v als geeignetes Bild des Lebesgue-Mafes \'.
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3. Kapitel: Integrationstheorie

In diesem Kapitel wollen wir auf einem Mafiraum (€2, 2L, 1) das Integral fQ f du fiir eine moglichst
grofle Klasse von Funktionen f definieren. Wir wéahlen dabei den Zugang aus Stochastik I.

3.0 Erinnerung

Es sei R = RU {—o00, +oo} die zwei-Punkt-Kompaktifizierung von R. Eine Menge heifit Borek
Menge, falls ANR € B (R). Eine Funktion f : Q — R heifit numerische Funktion.

3.1 Definition (2-mef3bar)
Sei (£2,2) ein Mefiraum. Eine numerische Funktion heifit ()-meBbar, falls

{weQ|fw)<a}led YaeR.

3.2 Bemerkung

Da
{(f<a}={weQ|f(w) <a}=f""(~o0,af

und
{]=00,a[| a € R}

ein N-stabiler Erzeuger von B (R) ist, folgt aus Satz (2.21), dafl
fo@) - R 3 (R))

fir A-meBbares f.

[ Vergleiche (2.19): A-2'-Mefibarkeit ist eine stirkere Eigenschaft, da hier nur Meibarkeit auf
einem Erzeuger von B (R) gefordert wird. ]

3.3 Eigenschaften

Sei (€,2) ein MeBraum und f, f, g : © — R meBbare numerische Funktionen, sowie a, 3 € R.

(a) af + By, sowie f - g sind meBbar.

(b)
{f<g} = {we|fw<gW)}
{f<gt = {welf(w) <gW)}
{f=9 = {veQlf(w)=gW)}
{f#9} = {we|fw#gW)}

gehoren zu 2.
(c)
sup fn ffﬁfl fn limsup fy, liminf f,

n>1 n— o0

sind mefB3bare numerische Funktionen.

(d) Schreibt man f = fi — f_ mit fy = max (f,0) und f— = max(—f,0), sosind f_, f+ meBbar
und damit ist auch |f| = f+ + f— mefBbar.
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(e) f ist genau dann meBbar, won fiir alle & € R {f < a} oder {f > a} oder {f > a} oder
{f < a} zu A gehoren.

Beweis:
(a) Stochasik I (3.9.2)
(b) Da Q abzéhlbar und {f < g} = U {f <z} n{z < g} folgt mit (e) die Behauptung.
—— N —

z€Q
e eA
f@ g Jw<gw =
reQ JeQ:fw)<z<gw)

Andere Fille analog!
(c) Nach Stochastik I (3.9.5) sind sup f,, und inf f,, meSibar. Da

limsup f, = inf sup f,, und liminf = sup inf f,,
n—oo n>lm>n n—00 n>1m2n

folgt die Behauptung.

(d) z — max(z,0) ist stetig, also B (R)-B (R)-mefibar. Mit (2.22) folgt daBl f, f— meBbar sind
und nach (a) ist dann auch |f| = f1 + f— meBbar.

(e)
(fza} = {f<a)®
{(f>a} = U{fzcw%}

3.4 Definition (mefibare Elementarfunktion, Integral)
Sei (2,2) ein Mefiraum. & () = £ (2, ) ist die Menge aller reellwertigen mefibaren Funktionen
g > 0, die nur endlich viele Werte annehmen. g heifit mefibare Elementarfunktion.

[ Bemerkung:
Ist

g(Q) ={a1,...,an,} = Ai=g'({u}) e

n
g= Z a;la,
i1

mit paarweise disjunkten Borelmengen A; und «; > 0.

und

Q; J
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Das Integral fQ f du fiir eine meBbare numerische Funktion wird dann in 3 Schritten definiert:

3.4.1 Integral von meflbaren Elementarfunktionen
n

Seige )< g=> a; 14, mit a; >0, A; € 2. Dann heifit p
i=1

/gd,u:z/ggdu::/gg(w) du (w) ::Zx-u{weﬂ|g(w):a:}:Zai-,u(Ai)

z€R

das Integral von g beziiglich pu.

n
[ g=> a;la, mit paarweise disjunkten A; € A, a; >0

i=1
= /gdu:Zai~u(Ai)
i=1

3.4.2 Integral nichtnegativer mef3barer numerischer Funktionen

Sei f : Q — R, meBbar. Dann heifit

/fdu = sup /gdu
geE(A)
g<f
das Integral von [ beziiglich u.

Hier ist [ fdu = +oo moglich; f heiBt dann quasiintegrierbar. Ist [ fdu < oo so heiBt f
integrierbar.

Wesentlich ist der folgende Satz:
3.5 Satz (Beppo-Levi)

Es seien f, : Q — R, meBbar mit f, < f,41, sowie f := sup f,,. dann gilt
n>1

lim [ fodp= /fd,u.
Beweis: Siehe Stochastik I Satz (3.14).

Technisch wichtig ist auch:
3.6 Lemma

Sei f: Q — R, meBbar. Dann existiert eine Folge (f,) € £ () mit f,, < fny1 und f, — f.
Beweis: Siehe Stochastik I Lemma (3.15).

3.4.3 Integral mef3barer numerischer Funktionen

Sei f:Q — R meBbar. f = f, — f_ heifit integrierbar, falls

/f+du<oo und /f_du<oo.
[ = [ rean- [ 1 an
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3.7 Bezeichnungen

Es sei (2,2, p) ein Mafiraum.

(a)
LY (u):={f:Q—R| f meBbar und integrierbar}

(b) Ist A € A so setzen wir fiir meBbares f: Q — R

/Afdu::/lwfdu:/ﬂlfx(@f(@ dpt ().

3.8 Eigenschaften
Seinen f,g € L' (u); a, B € R.
(a) _
af+8g: Q=R (af+fg) (W) =a-f(w)+8g(w)
= af+BgeLl(u),

insbesondere ist £! (1) ein reeller Vektorraum.

(b)
f<g = /fd,ug/gdu
(c)
’/fdu}é/lfl du
Insbesondere:
felttn) & |flelt(w.
Beweis:

(a) Durch einfaches Nachrechnen.

(b)

f<g = f+<gyud f_ >g

_ /fdu - /hdw/ﬁdu
Stochastik I
< / g+ dp — / g-du
(3.13)

= /gdu

fl=fr+f- = [f<|fl und —f<|f|

= [raus [ir1dw wd ~ [ran< [17an
= ’/fdu‘é/lfldu

OJ
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3.9 Sprechweise

Sei (2,2, 1) ein Mafiraum. sei A eine Eigenschaft derart, daf fiir alle w € Q definiert ist, ob w
diese Eigenschaft hat oder nicht. Wir sagen ,A gilt (u-) fast iiberall, falls es eine p-Nullmenge
N € 2 gibt, das heifit u (N) = 0, so daB alle Punkte w € NC die Eigenschaft A besitzen.

3.10 Beispiele
Seien f,g:Q — R.
(a) f =g (u-) fast iiberall, das heif3t
ANEA n(N)=0 YweNC: f(w)=gw).
(b) |f| < oo (p-) iiberall, das heifit
AN e, n(N)=0 VYwe NC:|f(w)| <o

(c) f<g (u) iiberall, f >0 (u-) tiberall, usw ...

3.11 Satz
Sei (92,2, ) ein Mafiraum.

(a) Sei f:Q — R, meBbar. Dann gilt
/fdu:() &  f=0 (pu) fast tuberall.

(b) Seien f,g:Q — R meBbar und f = g p-fast iiberall. Dann gilt:
(1)
f20,9>0 = /fdu:/gdu;
(ii)
f integrierbar = ¢ integrierbar und /f dp = /gdu.
(c) Seien f,g:Q — R meBbar und |f| < g p-fast iiberall. Dann gilt:
geLt(n) = fel'(n.

Beweis:
(a)
f meBbar = N:={f#£0}={f>0}e
Zu zeigen:
/fdu:O < p(N)=0.
7 :> “:

An{le}EQl und A, T N.
n

Da u(N) = lim u(A,) (Stetigkeit von unten) ist u (A4,) = 0Vn > 1 zu zeigen.

1 1 1
Dafzits, = 0= [fdpzo [l du=tu(a) = ula)=o
n n n
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,<=“Seiuy,:=n-1ly
= /undu:n,u(N):O Vn > 1.

Sei g :=supu,, = u, T g und mit Beppo-Levi (3.5)

/gd,u: lim /und,uz().

= OS/fdMS/gd,u:() =  Behauptung (a).

Da f<yg

(b) () N={f#g}=nN)=0

= /fdu:/1Nfdu‘20(i)/1zvgdu:/ gdu,
N N

da 1y f = 0 p-fast iiberall. Sei M := NB; aus dem zweiten Schritt folgt

du = d
/Mf % /Mg 1
da f(w) =g (W) Vw € M.

N /fduz/Mfdu+/Nfdu=/Mgdu+/NgduZ/gdu-

(ii) Es gilt f+ = g+ p-fast iiberall und f_ = g_ p-fast iiberall.

(¢
g /f+du=/g+du und /f—du=/g—du-

Da f integrierbar = g integrierbar und [ fdp = [gdp.

(c) Sei N :={|f] > g} = p(N)=0und da |f (w)] < g (w) Vw € NC

= /Ifldué/ gdp.
NC NC

Jiftaw = [irdus [ 151 du
/Ngdu+/Nngu
= /gdu

= |fleL'(n) & fel'(n).

Mit (a) gilt

IN

OJ
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3.12 Satz (Lemma von Fatou)

Sei (€,2, 1) ein MaBraum und f,, : Q@ — R meBbar. Dann gilt:

/(Hminffn) dp < liminf/fn du.
Beweis:

Die Funktionen

f:=liminf f, und g, := igf fm

sind mefibar. Nach der Definition von liminf (1.1) gilt g5, T f und dann mit Beppo-Levi (3.5):

[au=int [gdn= 1 [
ne n— oo
Dag, < fnVYm>n

N /gndus/fmdu Vmen = /gndusgfn/fmdu.

/fdu /liminf fndpu < lim /gn du>

lim inf /fmdu

n—oom>n

= hrninf/fn du

n—oo

Also:

IN

0J
Als letzten wesentlichen Konvergenzsatz brauchen wir noch den Lebesgue’schen Konvergenzsatz:
3.13 Konvergenzsatz (von Lebesque iiber majorisierte Konvergenz)

Es sei (f,) C £! (i) und es existiere f := lim f,, p-fast iiberall. Es existiere ein g € £ (1), g >0
mit |f,| < g p-fast iiberall. Dann gilt:

Jim [ fuan= [ (tim 5,) du= [ ran

g heifit integrierbare Majorante.

Beweis:
Sei f := lim f,. Dann ist f p-fast iiberall wohldefiniert und wir setzen f(w) = 0Vw € N,

p(N) = 0.
|frn| < gp-fast iiberallVn >1 = |f| <g p-fast iiberall
und somit nach (3.11.c) f € £ (). Da nach Voraussetzung —g < f,, < g p-fast iiberall

=  0< fn,+g<2gp-fast iiberall mit 2g € L' ().

Also reicht es den Fall f,, > 0 zu betrachten, da dann

lim fndqu/gdu = lim [ fpo+gdu

n—oo

I
—
~
+
Q
="
=
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Sei nun f,, > 0 u-fast iiberall. Mit dem Lemma von Fatou folgt

/fdu = /Hminffn dp < liminf/fn dp.
Es bleibt
fdp > limsup/fn du

n—oo
Zu zeigen.

Eine weitere Anwendung des Lemmas von Fatou auf g — f,, > 0 liefert

/gduf/fdu = /(gff) dp

= /liminf (9 — fn) du

n—oo

< timint [ (9 f) d

n—oo

/gdu—limsup/fndu

= 1imsup/fndu§/fdu

n—oo

3.14 Beispiel

Die Bedingung der Existenz einer integrierbaren Majorante in (3.13) ist notwendig:

Beachte )
(00,801, N]p,) wd fu@=] " G w
) ) ) b un n x =
[0.1] 0 fiir 1 <zx<l1
n

3

Sl A
—_

= f,— 0 \-fast iiberall (bis auf z =0).

1 1
/fnd)\lzn)\l (]0—]) =n-—=1 VYn>1.
n n

0:/ lim f,dA! # lim /fnd/\lzl.

Die (im wesentlichen) einzige mdgliche Majorante ist g () := 1, da aber

1
1
/ —dr =00
o T

Aber

Also

ist, geht es schief.
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Sei nun (€, 2, 1) ein Mafiraum, (', 2') ein Mefiraum und 7' : (Q,A) — (,2'). Nach (2.23) ist
das Bildma$ p' := T (u) definiert. Den Zusammenhang zwischen dem Integral beziiglich p und p/
liefert:

3.15 Satz

Es sei f/: Q0 — Ry A-B (R)-mefbar. Dann gilt

/ FdT (p) = / (f'oT)dp  Transformationsformel.
(o) Q

Beweis:
Nach (2.22) ist f/ o T : (2,2) — (Ry,B (Ry4)). Sei zuerst f/ € ('), das heifit

n n n

f/:ZOéilA;,OéiZO,A;EQl/ = f/OT:ZOéilA;OT:ZO@lel
i=1 i=1 i=1

exA

= floTe&EX).

Nach Definition gilt

T () = (T A)) = [ 1T :Zaz Zazu “1(Ap)

/f oT du.

fLe&@) mit fflgf,’lﬂ und fL1f = floT1f oT

Ist f’ > 0 beliebig, wiihle mit (3.6)

und mit Beppo-Levi folgt:

/f/ dr (’u) BepPé—Levi nh_{go f,ll dr (’u) Beppé—Levi nlLII;O/f; oTdy

— /f’onu.

3.16 Korollar

Sei f: (¥, A) — (E, B (E)) Dann st f/ T (u)-integrierbar genau dann, wenn f’oT" p-integrierbar

und es gilt:
/f dT (u /f oTdp.

Beweis:
Nach (3.15) gilt

/f+dT /f+onu und /f dT (u /f oTdy

und offensichtlich
(f'oT), =floT wund (f'oT)_=f oT = Behauptung.
0]
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Aufgaben:

Aufgabe 3.1:

Es sei f: 2 — R meBlbar und g : R — R stetig. Zeigen Sie, dal dann auch go f : 2 — R meflbar
ist. Folgern Sie daraus, daf§ mit f auch fi, f_ und |f| meBbar sind.

Aufgabe 3.2:

Es sei Q abzihlbar und ¢ das Zihlmafl auf 2. Bestimmen Sie £! (¢) und geben Sie eine Formel
fir [ fd¢ mit f € £'(¢) an.

Aufgabe 3.3:
Es sei (Q,2, ) ein Maraum und f € £ (). Zeigen sie, daB | f| < oo p-fast iiberall gilt.

Aufgabe 3.4:

Essei f:Q — Rund D C R eine abzidhlbare dichte Teilmenge. Zeigen Sie, dafl f genau dann
meBbar ist, wenn fiir alle & € D

{f <a} oder {f <a} oder {f>a} oder {f > a}
zu A gehoren.
Aufgabe 3.5:
Es sei f: R — R definiert durch

1 fir z € Q,
f (=) '_{ 0 firzeR\Q.

Zeigen Sie, dafi f meBbar beziiglich B (R) ist und berechnen Sie [ fd\!.

Aufgabe 3.6:

Es sei (Q,2, 1) ein Mafiraum und (E,d) ein metrischer Raum. Weiter sei f : £ x & — R eine
Funktion mit den folgenden Eigenschaften:

(a) wr— f(x,w) ist p-integrierbar fiir alle © € E;
(b) z— f(x,w) ist stetig in z¢ € E fiir alle w € Q;

(c) es existiert eine u-integrierbare Funktion A > 0 auf Q mit |f (z,w)| < h (w) fiir alle w € Q
und alle x € E.

Zeigen Sie, daf} die auf E definierte Funktion

o (z) = / f (@,w) dp ()

stetig in z¢ ist.

Hinweis: Konvergenzsatz von Lebesgue.
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Aufgabe 3.7: Holder-Ungleichung/ Minkowski-Ungleichung
Es sei (Q,2(, ) ein Mafiraum und p > 1. Weiter sei

Ep(u):{f:Q—JRLf meﬁbar,/|f|pd,u<oo}

der Raum der p-fach integrierbaren Funktionen und fiir f € £LP (p) sei

i1, = ( [ 117 du);

die p-Halbnorm. Zeigen Sie, dafl
(a) fir p>1und ¢ > 1 mit %+%:1gilt:
1 -glly < Wf1l, - llgll,  (Holdersche Ungleichung)

(b) fiir p>1und f,g € L (u) gilt:

1f +all, <Wfll, + llgll,  (Minkowski Ungleichung)

Hinweis: Verwenden Sie die 3 Schrittdefinition des Integrals und im ersten Schritt die Holder-
beziehungsweise Minkoski-Ungleichung im R™.

Aufgabe 3.8:
Es sei (Q,2(, u) ein endlicher Mafiraum und 1 < p’ < p < oo. Zeigen Sie, daf

LP () € L7 ().

Hinweis: Holder Ungleichung.
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4. Kapitel: Produktmafle und der Satz von Fubini

Seien I ={1,...,n}, (4, 2;),c;

der Produktraum. Fiir ¢ € I sei p; : Q@ — Q; die Projektion p; (w1, ...wy) = w;. Dann heifit

®QLL :Ql1®®gln :Q[(plvapn)
=1

das Produkt der o-Algebren 2y, ..., %2, oder Produkt-o-Algebra. Dies ist die kleinste o-Algebra,
die alle p; : @ — Q; @ 2A,;-A;-meBbar macht.

j=1
Es gilt

®m =2 (U ;! @ti)) :

i=1

4.1 Satz

Fiiri € {1,...,n} sei & ein Erzeuger von 2; in ;, so daf} eine Folge (Fj. i),y C & mit Ey; T
existiert. Dann ist
{E1 x...x E, | E; € &}

ein Erzeuger von 21 ® ... Q@ 2,.
Da®; :=2A () = {A; x ... x A, | A; € A;} erzeugt Q) ;.
i=1

Beweis:

Sei A eine beliebige o-Algebra in Q. Nach (2.21) reicht es zu zeigen:
alle p; sind A-A;-meBbar < F; x...xFE, €A VE; €¢&;.
Nach (2.21) ist p; 2A-A;-mefbar

& VE, €& Zp;l (Ez) eA
= Eix..xE,=p;"(E)Nn...0p; (E,) €A

Sei umgekehrt Fy x ... x E,, € 2 fiir alle E; € &;. Sei i € {1,...,n} beliebig aber fest
= I ::Ek,l X ... XEk7i71 X B XEk7i+1 X ... XEkyn e Vk

und
FkTﬂlx...in_linin_Hx...xQn:p-_l(Ei)EQl,

2

also ist p; A-A;-meBbar. O
Nach obigem Satz wird also 2; ® ... ® 2, insbesondere von {A; X ... x A, | A; € A;} erzeugt.

4.2 Beispiel

Nach Stochastik I (3.1) ist
B (RY) =2 ({]a,b] | a,b € R}),

wobei ]a, b] = lai,b;) und a = (a1,...,aq), b = (b1,...,bq).

i=1
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Setzt man Q; = R, 2; = B (R) so gilt nach (2.17):
B (R) = 2 ({Ja,b] | 0, € R)).

Da fiir a,b € R?
]a,b] = ]al,bl] X ... X ]ad,bd]

folgt aus (4.1), daB
BR)=BR)®...@B(R)

gilt. Fiir das d-dimensionale Lebesgue-Maf gilt
d

2 (Ja, b)) = H (b; —a;) = A (Ja1,b1]) - ... - A (Jag, ba]) -
Frage:

Seien (Qi,miﬂu’i)izl,,..n Mafrdume und 2A; = A(&;). Unter welchen Voraussetzungen folgen die
Existenz und Eindeutigkeit eines Mafles w auf 2; ® ... ® 2, mit
7(F1 X ... X Ep)=p1 (E1) ... (Ep) (P)
fir alle E; € &7
Zur Eindeutigkeit:
4.3 Satz

Seien (2;,2;, i), ¢ = 1,...,n MafBirdume, 2; := A (&;). Jedes &; sei N-stabil und es existiere
(Ek,i)keN C & mit Ey,; T und p; (Bgi) < ooVk,i. Dann gibt es hochstens ein Mafl © auf
20 ® ... 22, mit der Eigenschaft (P).

Beweis:

Nach (4.1) erzeugt
5::{E1><...><En|Ei€Qli}

die o-Algebra 2, ® ... ® A,,. Da fiir alle F; € &;
XE |n| XF|=X(ENF)
i=1 i=1 i=1
ist £ N-stabil. Weiter ist
Epy:=FEp1 x...XEppn T x ... xQy

und 7 (Ex) = p1 (Ek1) - -« fin (Ekn) < 00VEk > 1. Aus dem Eindeutigkeitssatz (2.9) folgt dann
die Behauptung. ]

Zur Frage der Existenz von 7 betrachten wir zuerst den Fall n = 2:
Gegeben seien Mafirdume (Q;,2;, Mi)z‘:l,z' Fir Q € Q1 x Q5 und w; € €; bezeichne
Qu, = {w2 € Qa2 | (w1,w2) € Q}

ng = {wl e | (wl,wg) S Q}
den w;-Schnitt von Q.

4.4 Lemma

Fiir wy € Q1 und wy € Qs und Q € Ay x Ay gilt
Qu, €Uy und @, € A;.
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Beweis: Qo
Sei =01 xQund Q, Q1,Q2,... C Q. Fiirw; € Oy

gilt Q
O\Q =%\ Qo (0Ay) m o,

Qn> =J @), (04s). Qu:
1 w1 n=1

n=

Weiter gilt
Ag w1 € A1

0w A (o40)

1

Qw = QQ und (Al X A2)w1 = {

={Q C Q| Q,, €Uz} ist o-Algebra, welche alle Mengen A; x Ay mit A; € 2, enthiilt. Nach (4.1)
ist aber 2; ® A die kleinste o-Algebra, die alle Mengen A; x Ay, A; € 2A; enthilt

= URAC{QCQ|Q,, €A} = Behauptung.

4.5 Lemma

Die Mafle 1, po seien o-endlich. Dann sind fiir @ € 20; ® 25 die Abbildungen

w1 = [2 (le) W2 = [ (sz)

auf ) beziehungsweise 2o definiert und mefibar.
Beweis:
Sei Sg (w1) := p2 (Qu, ). Wir zeigen, dafl Sg : (21,21) — (E, B (E)) Sei Q = Q; x Q5 wie oben.
1. Schritt: us (Q) < oo.
Sei _
D= {D eAr AU | Sp ist A; — B (R) meﬁbar} .

Dann ist ® ein Dynkinsystem in 2; x 9, da

Sa (wl) = U2 (le) = U2 (Qg) =const. = Q€.

Sei D € ®. Da
Sovp (1) = p2 ((Q\D),,) = p2(Q2\ Da,)
= p2(Q2) — p2 (Dy,) = Sa (w1) —Sp (w1)
= Dle®.

Sind (D;);cy C D paarweise disjunkt

= SEID”:;SDn = UDnEQ.

n=1

Esist A x Ay e DVA; € A, da

SA1><A2 = /’LQ ((Al X AQ)U.M) = N(A2) ! 1A1

Das System {47 x As | A; € ;} ist N-stabil und erzeugt A; ®2As nach (4.1). Nach (1.13) gilt dann
D =2 ® AUy, also die Behauptung.
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2.Schritt:
Ist po nur o-endlich = 3B, € 2, mit B, T Q2 und ps (B,) < coVn > 1. Fiir n fest ist

ot Az = o (A2 N By)
ein endliches Maf} auf ;. Nach dem ersten Schritt folgt:

w1 — o (Qu,) ist fir Q € A; @ Ay beziiglich 2A; meBbar.

Da
p2 (Quy) = sup piz.n (€l,)
n>1
wegen der Stetigkeit von unten = Behauptung. ]
4.6 Satz

Seien (Qi,mi,ui)i:u o-endliche Mafiriume. Dann gibt es genau ein Mafl 7 auf 2; ® 2> mit
s (Al X AQ) = U1 (Al) - 2 (AQ) fiir alle Az S Q[z Fiir Q € Q[l ® Q[Q gllt

w(@)zzjﬁ u2<9wl>du1<w1>=l/‘;n<QwQ>du2<w2y

Qo

7 ist o-endlich.
Beweis:
Fir Q € 21 ® Ay sei Sg (w1) := p2 (Qu, ) wie oben. Dann ist nach (4.5)

SQ : (leml) - (K-H% (E)) SQ > 0.

Durch
ﬂ@:/%wmmwn

wird eine Abbildung 7 : %; ® Ay — R, definiert. Sind (Qn) C AU ® Ay paarweise disjunkt

= Sya. =Y 5.

> 7 <UQn> = /SL??,JQ” dp; = /ZSQn dyu
Bepp;—Levi Z/SQn d,LLl _ ZW(Qn)

n

Da Sy =0= 7 () =0, also ist 7 ein MaB auf A; ® As. Da S4, x4, = p2 (A2) - 14,
7 (A1 X Az) = 1 (A1) - p2 (A2).
Analog folgt:
Qe [ 10(@u) dia (o)

ist MaB auf 2; @A mit 7’ (A1 X A2) = p1 (A1) - pa (A2). Nach Satz (4.3) angewandt auf & = 24,
&y = AUy folgt m = 7. Wihlt man A;,, € A; mit A;,, T Q; und p; (4;,,) < o0 Vn

= Al,n X Agﬁn T Q1 xQ und = (Al,n X A21n) < 00,

also ist 7 o-endlich. O
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4.7 Definition (Produktmaf)

Das fiir zwei o-endliche Mafiriume (9;,2l;, u;) durch die Eigenschaft
T (A1 x Az) = p1 (Ar) - po (A2)

eindeutig bestimmte o-endliche Maf} auf 27 ® s heifit Produktmafl von 1 und ps und wird mit
11 ® pe bezeichnet.

4.8 Beispiel (d-dimensionales Lebesgue-Maf})

Das 2-dimensionale LebesguemaB A% auf (R?,% (R?)) kann nun als Produktmafl A' ® A\! definiert
werden. Nach (4.2) gilt B (R?) = B (R) ® B (R) und nach (4.6) existiert genau ein Maf§ A? auf
B (RQ) mit
X (Ja,b]) = A(Ja1, b1]) - A (Jaz, ba]) -
Es gilt also
A=Al

Induktiv kann man dann genauso das d-dimensionale Lebesgue-Maf8 A? auf (Rd, B (R)d) als Pro-
duktmaf

M=o oX auf BRY)=BR)®...@B(R)
definieren.
Sei nun f: Q; X Qo — Q. Fiir w; € €; sei
fwl : QQ — fwl (wQ) =

fw2 : Ql — wa (wl) =
fuw, heiBt der w;-Schnitt von f.

f (w1, w2)
f

(wla w2)

4.9 Lemma

Fiir jeden Mefiraum (Q',2") und jede mefibare Abbildung
f : (Ql X 92,911 ®Ql2) — (Q/,Ql/)
ist fi,, Yo-A'- und f,,, A;-A'-meBbar.
Beweis:
Fiir A" € ' ist
fal(A) ={wz € Qo | (wi,w2) € F7H(AN} = (F71(A),
und dann folgt die Behauptung aus (4.4). U

1

4.10 Satz (von Tonelli)

Seien (£2;,2;, Ni)i:l,z o-endliche Mafraume und f: Q5 x Qo — R, sei 2; @ Ao-B (EJF)—meBbar.
Dann sind die Funktionen

ore [ ) dpa(on) v [ () din o)

A, -B (R.Q— beziehungsweise 2A5-8 (@Jr)-meﬁbar. Es gilt

/fd(ln R p2) = /92 ( o oo (w1) dpa (wl)) duz (w2)

/nl (/Q Jon (w2) dpiz <‘“2>) dpi (wi) -
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Beweis:
Q=0 xQy A=A QAo Ti= 1 & U2
(1) Sei
FEE@) = [=)aifo @20 QWex
i=1
Da

(1Q),, = lq., folgt fu, = a;-1 o)
=1

= /wadﬂliai'ﬂi (QEQ)
i=1

Nach Lemma (4.5) ist also wa +— [ fo, du1 Ao-B (R4 )-meBbar. Mit Satz (4.6) folgt

/(/ feor dul) dpiz (w2) iai'/ﬂl (ijg) dyi (w2)
iaz"ﬁ(Q(i)) = /fd7r.

Vertauscht man wy und we, so folgt die Behauptung fiir f € £ ().

(2) Sei f > 092-B (R, )-meBbar. Withle u(™) € & () mit u™ 1 f = w02 € £ (2;) und u{2) 1 £,

—~

é) wa go(”) (we) := /ug;) dpg  ist As-B (@Jr) -mef3bar

und o™ (ws) 7 J fus dp1 nach Beppo-Levi
= e [ foad st 2% () mefiba.

Nochmaliges Anwenden von Beppo-Levi liefert:

/ < / Jors dH1> dpa (w2) "PREN dim [ o™ (wa) diz (w2)

n—oo

= lim </ UL(J;) dM1> dpg (w2)

@ lim ™ dr

Beppo-Levi
= / fdm.
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Bleibt noch der dritte Schritt:
4.11 Satz (von Fubini)
Seien (Qi,mi,ui)i:u o-endliche Mafirdume; f : (21 X Q22,24 @ 2As) — (E,% (E)) sel 1 ® po-

integrierbar. Dann ist f,, fiir pi-fast alle wy integrierbar beziiglich ws; fo, fiir po-fast alle wo
integrierbar beziiglich wy. Die p; (beziehungsweise us) fast iiberall definierten Funktionen

Wl'_)/fwl dpz  und WQ’_’/wa dyy

sind dann u1- (beziehungsweise ps-) integrierbar und es gilt:

/fd(m@uz) - /(/fwlduz) dpa (w1)
_ / (/ fwzdul) dpis (w3)
pene flo, = Furl (), =)™ (), =)™

Aus (4.10) folgt

/(/|fw1| dua) dp (w1) /(/|wa| dul) dyz (w2)

= /|f|d7r<oo

= die pi-integrierbare Funktion w; — f | fuw,| duo ist pi-fast iiberall endlich, also fiir p;-fast alle
wy ist f,, po-integrierbar. Mit (4.10) ist dann die Funktion

wl'_)/fw1d,u2:/ Ilduz—/fw_ldm

w1-fast iiberall definiert und ;-8B (E)-meﬁbar. Weiter gilt mit (4.10) angewandt auf f* und f~,
daf} diese Funktion u1-integrierbar ist und

/(/fwl duz) dpy (w1) = /(/ﬁir duz) di (M)-/(/f;l dm) dys (w1)
= /f*dﬂ—/f*dw
[ rar

U
Man kann die Behauptung von Satz (4.11) auch folgendermaBien schreiben:
[rawmem = [ [1@nw) du ) dus (eo)
= [ [ £ ) dua w2) din ().
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4.12 Beispiel
Sei (Q,2, 1) ein o-endlicher MaBraum und f : (Q,2) — (R, (R)). Dann gilt fiir p > 0
[ an=p ["e i > 0 a
0
Dazu betrachte
F:QX(0,00)*)EJ’, F(w,t):p~tp71'1{|f(w)|>t} (w)
Dann ist F > 0 und A ® B ((0, 0))-B (R4 )-meBbar. Mit Satz (4.10) folgt fiir p® A':
O A (Y R A R (P (BRI
0 0
/ p-tp_l/ Lri>0 dud)\l (t)
0 Q

// Pt s AN (8) dp
QJo

151
// p-tP~rdtdp
QJ0
[ 1117
Q

Sind nun n > 2 g-endliche Mafirdume (€2;,;, u;) gegeben, so definiert man induktiv (und eindeu-
tig):

D x.ooxQy = (X xQpo1) xQp
WR...0U, = Ue...0%,1)A,
PR ...®Uy = (L1Q...Q tp-1)® ln.

Dadurch wird die Produktbildung assoziativ!

Schreibweisen: Fiir je endlich viele o-endliche Mafirdume (2,2, 11;),_, heifit

<>< Q;, ®Qli, ®Mz>
i=1 i=1 i=1

das Produkt dieser Mafirdume und wird mit

n

®(Qi79[i,m)

=1

bezeichnet.

Spéter werden wir auch unendliche Produkte behandeln.
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Aufgaben:

Aufgabe 4.1:
Es sei A2 = A! ® A! das zweidimensionale Lebesgue-Maf auf (R?,%B (R?)). Es sei
A=QxRe®B(R*) und f=1a.

Zeigen Sie, daB8 [ fdA? = 0 gilt und daB f,, fiir alle w; € Q nicht A\!-integrierbar ist.

Aufgabe 4.2:
Auf dem Mafiraum ([0, 1,98 ([0, 1]2) , )\2‘[07112) betrachten wir die Funktion

22 — 2

:0,12—>R T,Y) = ———"75-
£:00,1] Flaw) = o

Berechnen Sie die iterierten Integrale

/01 / Fla) X' (5) 4 (@) sowie | 1 / [ (eg) AN (2) A (9)

und untersuchen Sie ob f integrierbar beziiglich /\2‘[0 12 ist.
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5. Kapitel: Zufallsvariable

Im folgenden sei immer (€2, 2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, das heiit (€2, 2, P) ist ein Mafiraum
und P () = 1.

5.1 Definition (Zufallsvariable)

Jede mefibare Abbildung X : (Q,2) — (Q/,2’) heifit Zufallsvariable. Falls (Q/,') = (R, B (R)),

so spricht man von einer reellen Zufallsvariable; im Falle von (/,2') = (E,% (R)) von einer
numerischen Zufallsvariable und im Falle von (€/,2') = (R, B (R?)) von einem Zufallsvektor.

5.2 Korollar
Essei X : Q —  und 2" = A (£’). Dann ist X eine
A — 2" Zufallsvariable < {X eFE'}e? VE €&

Beweis:

Satz (2.21). O

5.3 Beispiel

(a)
X : Q — R ist reelle Zufallsvariable < {X <t} e VieR.

[ €={]-00,t|te€R} ist Erzeuger von B (R) 1l

(b) Sind E, E’ metrische Réume, so ist jede stetige Abbildung X : E — E’ eine B (E)-B (E’)-
Zufallsvariable.

Zufallsvariablen sind also gerade die mefibaren Abbildungen. Insbesondere ist dann der Erwar-
tungswert einer numerischen Zufallsvariabel als [ X dP definiert, falls dieses Integral existiert.
5.4 Definition (Erwartungswert)

Sei (92,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R eine numerische Zufallsvariable. Falls
/X+dP < oo und /X,dP<oo,
so heif}t
E(X):= / Xdp

der Erwartungswert von X.

5.5 Eigenschaften
(a) E(X) existiert < E (|X]) < cc.
(b) Die Abbildung £! (P) > X +— E (X) ist linear.
(c) X,YeL ' (n), X<Y =E(X)<E(Y).

(d) X >0und E(X) =0 = X =0 fast sicher, das heifit P-fast iiberall.
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5.6 Sprechweisen

Im Falle von Wahrscheinlichkeitsrdumen (2,2, P) sagt man anstatt fast iiberall, fast sicher (f.s.).
Das heifit X =Y fast sicher & P{X #Y} =0 oder P{X =Y} =1, und so weiter ...

5.7 Lemma (Markoff-Tschebyscheff-Ungleichung)
Sei X : (2,%) — (R, (R)) und a,p > 0. Dann gilt:
1
P{|X|=a} < ZE(X[).

Beweis:
Sei Ay :={|X|>a} e

= E(|X|p):/|X|de2/ X sz/ o?dP = o - P (A,).
Q Aa

o

5.8 Definition (Konvergenzarten)

Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X,,) eine Folge reeller Zufallsvariabler und X eine
reelle Zufallsvariable, p > 1.

(a) X, konvergiert gegen X (P-) stochastisch, falls fiir alle e > 0
P{|X,—-X|>e} -0 firn— occ.

Wir schreiben X, P, X fir n — oo.
(b) X, konvergiert gegen X im p-ten Mittel, falls
E (X, - X|") == 0.

(c¢) X, konvergiert gegen X (P-) fast sicher, falls
P{wEQ lim Xn(w):X(w)} =1.

n—oo

Wir schreiben: lim X, = X fast sicher.

n—oo

5.9 Satz

Sei (X,,) eine Folge reeller Zufallsvariablen, welche stochastisch/ im p-ten Mittel/ fast sicher gegen
eine Zufallsvariable X konvergiert. Dann ist X fast sicher eindeutig bestimmt, das heifit ist Y ein
weiterer solcher Grenzwert, so gilt X =Y fast sicher.

Beweis:
(c¢) X, — X fast sicher und X,, — Y fast sicher

X, (W) — X (w)  Vwe NE,

AN, Ny €, P(N;) =0 d
= 3NN €3 P(N) M X (W)=Y (w)  Vwe NB.

Sei N = N; UN, = P (N) = 0 und fiir alle w € N® = NP 0 N$ gilt

X (w
%) =y o

Analysis I = X (w) = Y (w) Yw € NC, das heiBt X =Y fast sicher.
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(b) X» — X und X, — Y im p-ten Mittel. Sei [| X||, := (E (|X|p))%7 die Minkowski-Norm

= X =Y, =X = Xn) = (Y = Xp)l, < [1X = Xall, + Y = Xn|,, =0

N 0:||X7Y\|Z:/|X7Y|p dp.
Aus (3.11) folgt
| X —Y|" =0 fast sicher < X =Y fast sicher.

(a) X, & X, X, 25 V. Sei £ > 0 beliebig
= {X-Y[ze} = {|(X-Xn) - (Y -Xp)|>¢}
e )
_ > = _ > =
{|X X”|—2}U{|Y X”|—2}

= P{X-Y|>e} < P{|X7Xn|zg}+P{|Yan|2%}Eﬁ0+0:0

N

1
= P{|XY|2E} = 0 Vk>1.

Da

{X#Y}:G{|X—Y|2%} = P{X#Y}giP{|X—Y|Z%}:O = X =Y fast sicher.

k=1 k=1

=0

O

Wir untersuchen im folgenden die Zusammenhéinge zwischen diesen verschiedenen, fiir die Stocha-
stik wichtigen Begriffen:

5.10 Satz
X, — X im p-ten Mittel (p > 1)

= X, P x
Beweis:

Mit der Markoff- Tschebyscheff-Ungleichung folgt fiir € > 0

1 n—00
P {|X, - X| > £} < = - E(|X, - X") =% 0.
&

0
5.11 Beispiel
Die Umkehrung in Satz (5.10) ist im allgemeinen falsch: Betrachte
1 _ —
(10,17, B ([0,1), \'[p)) = (@ AP) und Xy =n-1jg .
Da firn>¢
1 1 1 P
P{| X, >e}t=X(|0,—-])]=——0 = X,—0.
n n
Aber )
E (| X, — 0F) = E(|1X,[") = n? - X! QO n D =

n
fiir jedes p > 1.
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Zur Charakterisierung der fast sicheren Konvergenz haben wir:

5.12 Satz
Sei (X,,) eine Folge reeller Zuvallsvariablen und X eine reelle Zufallsvariable. Dann sind dquivalent:

(a)
X, — X fast sicher
(b)
Va > 0: lim P{sup |Xm—X|2a}:0
n— oo m>n
(c)
Va > 0: lim P{sup |Xm—X|>a}:0

m>n

(d)

Voe>0:P{1imsup|XnX| >a} =0
Beweis:
Da

X, — X fast sicher < |X, —X|— 0 fast sicher
reicht es den Fall X = 0 zu betrachten.
(a) < (b):
Fiir « > 0 und n € N sei

AY = {Sup | X | > a} .

m>n

Dann gilt AY | fiir n — oo und A% | fiir o — oo

= AET fiir k — oo.

Sei
A= {w€Q|n1Ln;OXn(w):0} = {wEQ|limsup|Xn(w)| :O}.

Dann gilt

) oo 00 1\ C 0o

A2NUY (A;;) N UJ@ten
k=1n=1 a>0n=1
- #-UNat-Una
k=1n=1 a>0n=1

= ﬂAETAC fir £k — oo sowie AElﬂAﬁn fiir n — oo daAr%z,l,
m=1

_ ).

S

E>1 E>1n2>1

p (A e al (A
Stetigkeit ( )_SUP Ql % | =supin (

Da X,, — 0 fast sicher & P (AB) = 0 ist dies dquivalent zu

ian(A,%) = lim P(A,%) —0 Vk>1.

n>1 n—oo

1 1
lim P(A,Ql“) = lim P{sup [ X | > —}

n— oo m>n k

folgt (a) < (b).

Seite 52 Letzte Anderung: 26. November 2002



Lehrstuhl IV 5. Kapitel: Zufallsvariable

Zu (*):
” C “:

weA = limsup|X, (w)|=0

n—oo

1
= Vk21:|Xn(w)|§E
1
= Vk213n021:|Xm(w)|§EVm2no
1
= Vk>13np>1: sup | X, (W) <=+
m>ng k

, C “ Riickwirts.

(b) & (o):

Fiir 0 < o < a und eine numerische Zufallsvariable Y gilt immer
{Y >a} c{Y >a} Cc{Y >a'} = Behauptung.

(c) < (d):
Wir behaupten, dafl

lim P{sup | X | > a} @ P <limsup{|Xn| > a}>

n—oo mzn n—oo

= P {limsup|Xn| > a}

n—oo

woraus (c) < (d) folgt.

Dazu sei

B, = U {|Xm| >a} und B =limsup{|X,|> a}

n—oo
m=n

= B,|B = P(B)= lim P(B,) und P(Bn):P{sup|Xm|>a}.

n—oo m>n
U
5.13 Korollar
Sei (X,,) eine Folge reeller Zufallsvariablen und X,, — X fast sicher
= X, P x
Beweis:
Da
{|Xn — X|>a} C {sup | X — X| Za}
m>n
(5.12)
= P{|Xn—X|2a}§P{sup|Xm—X|2a}—>0
m>n
0
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5.14 Beispiel

Sei
(2,2, P) = ([0, 1[,%([0,1]), Alho,l[)

wie in Beispiel (5.11). Fiir n > 1 schreibe n = 2" + & (n) mit 0 < k (n) < 2"™ und h (n) € N.
Dann sind h (n), k (n) eindeutig bestimmt und h (n) — oo mit n — co.

2—7;(")
Setze A, = [k (n)-27"" (k(n)+1)-27"" [ und X,, = 1,,. Fiir p > 1 folgt dann:

E(X,.")=E(X,))=\A4,)=2""" 0 = X,—-0

im p-ten Mittel, also nach (5.10)
X, — 0.

Aber:
Fiir w € [0,1] fest und 2 = 0,1, ... existiert genau ein k = k (h) mit w € [k-27", (k+1)-27"]

1 oo-oft

= X,Ww)= { 0 co-oft (X, (w)) nicht konvergent fiir jedes w € Q.

Also kann (X,,) nicht fast sicher konvergieren.

5.15 Satz

Sei (X,,) eine Folge reeller Zufallsvariablen und X, P, X. Dann existiert eine Teilfolge (X, ), so
daf} X, — X fast sicher fiir k — oo.

Beweis:
Fir a > 0 und m,n € N gilt

o o
- > — > — — >
(|Xn = Xm| > a) C {|Xn X| > 2}u{|Xm X[ > 2}
= P{X,—-Xnl>a}<e ¥Ym,n>N.(a) (>0 beliebig).

o0
Sei np > 0 mit > 7 < oo fest gewihlt
k=1

= Vk>13In,Vm >n, P{Xm — Xnol > me} < g
Dabei wihlen wir induktiv ny < ng+1 Vk > 1. Sei

A= {| Xy — X | = me}

= iP(Ak an<oo = nlglgoZP (Ar) =0.

k=1 =n

Fir A= (1 U Ag = limsup A, folgt somit P (4) = 0, da U A, | Aund P (4) < (U Ak) <

n=1k=n n—00 k=n

Z P (Ak) Vn Z 1.
k=n
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FirweAl= U N Agéwe N AEfﬁereinnz1festﬁwEA%szn:n(w)giltdann

n=1k=n k=n

‘Xnk+1 (w) - X’ﬂk (w)’ <Mk

fiir alle £ > n (w)

= Z (Xny,, — Xn,) absolut konvergent
k=1
=  (Xn, (W)),>; konvergent
= X, — X* fast sicher
= X, X
(5.13)
(é) X* =X fast sicher da X, L, X nach Voraussetzung
5.9
= X, 520, X fast sicher

5.16 Korollar

Sei (X,,) eine Folge reeller Zufallsvariablen, X eine reelle Zufallsvariable. Dann gilt

, enthélt eine weitere Teilfolge

X, 5 X & Jede Teilfolge (X,,), C (X,)
(Xnkl)l C (Xy,), mit X"kz 1220, X fast sicher.

Beweis:
» = Sel (X5,), C (X5),, beliebig

= X, 2 X =, 3 Teilfolge (X%)l C (Xpy)y, mit X, — X fast sicher.
5.15

» <= “ Zu jeder Teilfolge (X, ), C (Xn),, existiert eine Teilfolge (X”’w)l C (Xn, ), mit

l—o00

Xnkl —— X fast sicher = X"kl PoX fiir | — o0

(5.13)
= Va>0:P{’Xnkl—X‘2a}H0.
Sei a, = P{|X,, — X| > a}. Wir haben gezeigt, daf jede Teilfolge (an,), C (an), eine weitere

Teilfolge (a"h)l C (@n, ), enthilt mit an,, l=oo

. P
& ap,—0firn—oo = X,—X.

5.17 Satz

Seien (X,,) eine Folge reeller p-fach integrierbarer Zufallsvariablen, X p-fach interierbare Zufalls-

variable (p > 1). Gilt X, £, X und es existiert eine p-fach integrierbare Zufallsvariable Y mit
|Xn| <Y fast sicher Vn > 1
= X, — X im p-ten Mittel.
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Beweis:
Da
@
X0 — X7 < (| Xn] +]X])P < 2770 VPP
ist | X,, — X| p-fach integrierbar.
Sei a, = E (] X,, — X|"). Nach (5.16) existiert zu jeder Teilfolge (n;) C (n) eine weitere Teilfolge

l—o00

(n,) C (ng) mit X, —— X fast sicher. Da
X, — X|P <2rFl)v|)P e £ (P)
folgt mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue:

- X

’nkl

%M:EGX

3!3&0
Wir haben also gezeigt:

V Teilfolgen (nx) C (n) 3 (nk,) C (ng) mit a,, =0 & a, —0
& X, — X im p-ten Mittel.

Zu (&): Induktion: p ~ p+1, a,b € R}

(a+b)PT! = (a+b)"-(a+0)
Induktions-
27 (aP + bP) - (a + b)

Voraus?etzung
= 20 (aPt 4+ 0P 4 ab? + aPb)

Sei ohne Einschréankung a > b:
: (ap+1 + P pab? + apb)
(@ P + (b+a—b) WP +aP - (a+b—a))
20 (aPTh 0P @t P 4 (@ —b) WP+ aP - (b—a))

. (ap-i-l 4 pptl gt bp+1) +22.((b—a) - (a? — b))

<0

IN

op+1 (ap-‘rl 4 bp+1)

Zusammengefaflt haben wir also:

A (stochastische Konvergenz ) ’
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5.18 Satz und Definition

Es sei X : (,2) — (©,) und P ein Wahrscheinlichkeitsmafi auf (©,2(). Dann wird durch
Px : A — Ry, Px (A') := P{X € A’} ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (€',2’) definiert. P x
heifit die Verteilung von X unter P.

Beweis:

Siehe Stochastik I (4.7).

5.19 Bezeichnungen

Sind X; : (,2) — (9;,2%;) mit ¢ € I = {1,...,n}, so heiBit die Verteilung von

X=X;:iel): () — <><Ql,®9[z>
el el

P (X;:i¢e€I) die gemeinsame Verteilung der X;. Nach (5.18) ist <>< 0, @ AU, P(Xi:ief)) ein
i€l el
Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir iq,..., 7, € I paarweise verschieden heif3t P( Xiy s Xin) die (endlich
i 50 in
dimensionale) Randverteilung von (X; : i € I).

Diese Begriffe werden im folgenden Kapitel wichtig.

5.20 Beispiel (n-facher Miinzwurf)

Q={0,1}" A =Por () P=2o
Es sei X; : Q@ — {0,1}, X; (w1,...,wn) = w; = Px, = %EO + %El = BL%' Fir k < n sei
k k
i) auf ({0,1} ,Pot ({0,1} ))

1 <41 <...< i, <n. So gilt fiir die Randverteilung P(X_

LSRR

P(Xil,...,Xik) = P{Xn :w17"'aXik :Wk}
= P{X“:L‘Jl}P{X%:wk}
= Px, ({wr}) ... Px; ({wr})
_oLor oy
= 5 5= |3
= P(Xh,...,xik) = 2{0,1}’“
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Aufgaben:

Aufgabe 5.1:
Es sei (©,2(, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R eine reelle Zufallsvariable mit

1 fir0<t<1
P{|X|>t}{ o fiwr t>1

fiir ein geignetes a > 0. Bestimmen Sie die Menge aller p > 0 fiir die E (] X|”) < oo gilt.

Aufgabe 5.2:

Es sei (©,2(,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X,,) eine Folge reeller Zufallsvariablen auf €.
Zeigen Sie, dafl
Xn P, 0 stochastisch fiir n — oo

genau dann wenn fiir alle ¢ > 0 ein ng = ng (¢) existiert, so daf} fiir alle n > ng die Ungleichung
P {|X,| > e} < e gilt.
Aufgabe 5.3:

Es seien X,,, X reelle Zufallsvariablen (n > 1) mit X, P, X fiir n — oo und / : R — R eine stetige

Abbildung. Zeigen Sie, daf

F(Xn) 2 f(X) fir n— .

Aufgabe 5.4:
Es sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und

Z:={X:Q— R| X reelle Zufallsvariable}
die Menge aller reeller Zufallsvariablen auf (€2, 2(). Weiter sei fiir X,Y € Z der Abstand von X zu
Y definiert durch d (X,Y) :=E <%> Zeigen Sie, dafl

(a) d(-,-) eine Pseudometrik auf Z ist, das heifit fir X,Y, 7 € Z gilt:

(i) d(X,Y) =0 genau dann wenn X =Y P-fast sicher.
(i) d(X,Y) =d (Y, X).
(i) d (X,Y) <d(X,Z)+d(ZY).
(b) Essei (X,,) C £ und X € Z. Zeigen Sie, daf}

XnLXfﬁr n—oo < d(X,,X)—0 fir n— occ.

Aufgabe 5.5: Cauchy-Kriterium

Es sei (X,,) eine Folge reeller Zufallsvariablen. Zeigen Sie, da§ (X,,) genau dann stochastisch
konvergiert, wenn (X,,) das Cauchy-Kriterium erfiillt, das heifit fiir alle € > 0 und alle & > 0
existiert ein ng > 1 so dafl

P{|X, — Xn| >a} <e fir alle m,n > no.

Hinweis: Die Methode des Beweises von Satz (5.15) ist niitzlich.

Seite 58 Letzte Anderung: 26. November 2002



Lehrstuhl TV 6. Kapitel: Unabhéngigkeit

6. Kapitel: Unabhingigkeit

Wir werden nun die in Stochastik I schon bewiesenen Eigenschaften von Unabhéngigkeit um
einige weitere ergénzen und zeigen, dal Folgen unabhéngiger Zufallsvariablen mit vorgegebenen
Verteilungen existieren.

6.1 Definition (Unabhingigkeit)

Sei (©,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und I # () eine Indexmenge.

(a) Ein System (A;),c; C A heifit unabhéngig, falls fiir alle J C I endlich
p(Na)-TIr e
j€J jes
gilt.
(b) Seien allgemeiner & C 2l fiir i € I. Dann heien die Systeme (&;),.; unabhéngig, falls
p(Na)-TIr e
jeJ jeJd
fir alle J C I endlich und alle A; € &; (5 € J).

(c) Seien X;: (,2A) — (;,%;) Zufallsvariablen. Dann heiflen die (X;),.; unabhéngig, falls

P ({X; € A; fir alle j € J}) = [[P{X, € 4;}
jeJ

fir alle J C I endlich und A; € A; (j € J).

6.2 Bemerkung

Sei 2 (X;) = X; ' (2;) die von X; erzeugte o-Algebra C 2. Dann sind die (X4);c; unabhéngig

genau dann wenn die Systeme (2 (X;)),.; unabhéngig sind.

M P{XieAiVieJ}P<ﬂ Xi_l(Qli)) 1l

icJ

6.3 Beispiel

Sei
(©2,P) = ([0,10,% (0,10, M)
und
e 9541
A, = U {2—7” o { = ,n-te Binéirstelle = 0“
7=0
1 1
P(A,)=2""—=—
und 1
P(A“ﬂmAln):iP(A“ﬂ ﬁAin 1) fﬁri1<...<ln
http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de Seite 59

http://mathematik.uni-dortmund.de/1siv



Stochastik II Fachschaft Mathematik

Fiir J C T ={1,2,...} endlich gilt dann:
1 . .
P< ﬂ Aj> =57 = H P(4;) = (Ai);c; sind unabhingig.
jeJ JjeJ

Ist X;: Q — {0,1} die i-te Binérstelle

1 1
= (Xi);c; sind unabhingig und Py, = 5 &+ 551 = £0,1}-

6.4 Bemerkung

Ist (£i),er> & C 2 eine Familie unabhéngiger Mengensysteme und F; C & fiir i € I so ist

trivialerweise das System (F;);.; unabhéngig.

6.5 Satz

Sei (&;);c; eine unabhingige Familie von Ereignissystemen & C 2. Dann ist auch die Familie
(D (&i));¢; der erzeugten Dynkin-Systeme unabhéingig.
Beweis:

Es reicht die Unabhéngigkeit fiir J C I endlich zu zeigen. Sei also ohne Einschrankung I endlich,
sei ferner 7o € I beliebig aber fest,

Di, :={E €A (£);c; ist unabhéngige Familie}
wobei
5;{ {‘Zi} Zi;g = & C D

Dann ist ®;, ein Dynkin-System:

(1) Qe®,,, da fir {i1,...,in} C I\ {io} gilt

PA,Nn...NnA4, N =P(A,;N...NA4,)=P(4;,) ...-P(4;,
fir A;; € &, beliebig.
(2) Sei E € ©;,

)-P(Q)

= P(Ailm...mAinmEC) = P(4,N...NA, NQ)—P(4;,N...NA;, NE)
— P(Ay)-...-P(A,)-P(Q)—P(4A)-...-P(A
- P(Ai1)~...~P(Ain)~P<EG)

i’ﬂ

= EC S gio'

(3) Sind Ey, € ®;, fiir k > 1 paarweise disjunkt

= P(Ailm...mAinmUEk>

k=1

I
v}
x>
(G
=
»
m
=
>
]
N
N———

- P(A4;,) ...-P(4;) P(E)
k=1
= P(4,)...-P(A;) P <D Ek>
k=1
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= fj E; € @io.
k=1

&, CDiy = D (61'0) C D

& 1 # i
D (&) ;= 1p
Nun fiir if, # 49 und so weiter. Nach endlich vielen Schritten folgt dann die Behauptung. 0

= Das System &; := { ist unabhéingige Familie.

6.6 Korollar

Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X; : (,) — (9;,2;) Zufallsvariablen, sowie &;

ein N-stabiler Erzeuger von #; fiir i € I. Dann ist (X;),.; unabhéngig

& P{X;€E; fir alle j e J} = [[P{X; € Ej}
j€J

fiir alle J C I endlich und E; € & (j € J).

Beweis:

[1%
»= Y
<=t Sei

E = {Xi_l (Ez) | E; € 51} c Q.

= &, ist M-stabil und nach Voraussetzung ist (E) ein unabhéngiges Erzeugendensystem.

el

(1.13)

= (&) A(&) = {X; 1 (A): A e}

sind unabhéingig. Nach Bemerkung (6.2) ist dies dquivalent zur Unabhiingigkeit von (X;) O]

el

6.7 Beispiel
Falls Q; = R, 2; = B (R), so sind reelle Zufallsvariablen genau dann unabhéingig, wenn

P {X; <t; fir alle j € J} = [[P{Y; <t;}
j€J
fiir alle J C I endlich und ¢t; € R (j € J).
T & :={]—00,t] | t € R} ist N-stabiler Erzeuger von B (R)! Il

6.8 Lemma

Seien X; : (Q,A) — (©;,2;) Zufallsvariablen und f; : (€2, ;) — (2, 2}) meBbare Abbildungen,
i € I. Dann folgt aus der Unabhéngigkeit von (X;),.; die Unabhéngigkeit von (f; o X;),;.
Beweis:
Fiir ¢ € I und A; € A folgt:

(fio X)) (A) = X7V (f71(A) = A(fioXy) CAX,).

K2 K2

Mit Bemerkung (6.4) und Bemerkung (6.2) folgt die Behauptung. U

Die Umkehrung von (6.8) ist natiirlich falsch. Betrachte zum Beispiel f; = 0.

Fir I = {1,...,n} endlich a8t sich die Unabhéngigkeit von (X;),.; durch die wahrscheinlichkeits-
theoretische Eigenschaft der gemeinsamen Verteilung charakterisieren:

http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de Seite 61
http://mathematik.uni-dortmund.de/1siv



Stochastik II Fachschaft Mathematik

6.9 Satz
Endlich viele Zufallsvariablen

X () — (Q,2;),ie{1,...,n}
sind genau dann unabhéngig, wenn

P(Xl,,..,Xn) = PX1 ®...®Pxn.
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Beweis:
Sei

Q= XQ; und QV:Z@QH sowie Y :=(X1,...,Xn).
i=1

i=1
= Y :(Q,A) — (Q,A) ist Zufallsvariable.
Firi eI sei A; € 2;

=1

= Py<><A1>P{Y€ XAi}P{X1€A1,...,Xn€An}
=1

sowie
Nun ist

Px,..x,) =Py =Px, ®...@Px,

< Py <>n<Az> =Px, (41) ... Px, (4,) (vergleiche (4.3))

& P{Xied,. . X, eA}=P{X;eA} ...-P{X,€A,}
& Xq,..., X, unabhingig.
U
6.10 Korollar
Es seien (0,2, P;) mit i € I = {1,...,n} Wahrscheinlichkeitsrdume. Dann existieren ein Wahr-

scheinlichkeitsraum (2,2, P) und unabhingige Zufallsvariablen X; : (Q,2) — (Q;,2;) mit
Px, =P, fiir allei € I.

Beweis:
Sei . .
Q:= X Q, A= ®Qll sowie P := ®Pi
i=1 i=1 i=1
und

X; (wl,...,wn) = w; = X, (Q,Q{) — (Q“le)
und nach Definition von P folgt

nach Definition von &) P; folgt:
i=1

K2

.....

und
PXj(Aj):P{XjEAj} = P(le...XQj,1XAjXQjJrlX...XQn)
= Py (Ql) Pj1 (Qj—l) P (AJ) Py (Qj-i-l) Py (Qn)
= P (AJ)
Also
Py, =P;
Mit Satz (6.9) folgt die Behauptung. ]
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Im folgenden wollen wir nun Satz (6.9) und Korollar (6.10) auf unendlich viele Zufallsvariablen
(auch iiberabzihlbar viele) erweitern. Dazu bendtigen wir zuerst das unendliche Produktmas,
welches das Produktmaf aus §4 erweitert.

Im folgenden sei I # () eine Indexmenge und (€;,2l;, P;),; eine Familie von Wahrscheinlichkeits-
réaumen. Fiir § £ K C I sei Qk := X §; und speiell Q := Q.

€K
Fiir ) £ J C K sei
Pf:QK—?Q‘] P
PE((wilieK)=(wlien

die Projektionsabbildung.

Wir setzen
Py:=P; fir K=1 und Pf:=Pf firJ=/{i},
speziell also:

P, =Pl

K2

Trivialerweise gilt:
Pt=PFoPL fir JCKCL (Py)

insbesondere
P;=PFoPyg fir JCK.

Sei H:=H(I) ={J CI|J endlich, J# 0}. Nach §4 sind fiir J € H (I) die o-Algebren bezie-
hungsweise Produktwahrscheinlichkeitsmafle
Q[.] 5:®Q[j PJ = ®Pj (Pg)
JjeJ JjeJ

definiert.

6.11 Definition (Produkt-o-Algebra der (2;),.;)

Sei (2;),c; eine Familie von o-Algebren.

A= QUi :=A({P; | i€}
icl
ist die kleinste o-Algebra beziiglich der alle Projektionen P; : 2 — Q; 2-20;-meBbar sind. 2 heifit

Produkt-o-Algebra der (2;),,;.

Fiir J € 'H ist dann Py 2A-2;-mefbar, denn
p;! (X Aj) = ﬂ Pj_1 (4;) e fiir alle X A; €Ay
jed JEJT JjeJ
und

{XAJ-|AJ'EQ[3'}

jeJ
erzeugen 2. Satz (2.21) und die Definition von 2 liefern dann die MeBbarkeit.
= AP licl)=A({Ps[JeH})  (P)
I Da jedes Py A-2 j-meBbar ist folgt ,, O “. Umgekehrt gilt:
{P,liel}Cc{P;|JeH} = ,C“
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Gesucht ist nun ein Wahrscheinlichkeitsmafi P auf (©2,2() so daf§

P<PJ_1 (Xl‘b‘)) =11P;(4)

fur alle J € H und alle A; € A;, j € J. Da nach Satz (4.6)
J <><Aj> =1]P;4))
jed jEJ

das einzige Wahrscheinlichkeitsmafl auf 20 ; mit dieser Eigenschaft ist, lautet unsere Frage:
Gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (€2, 2() mit Py (P) = P fiir alle J € H?

6.12 Satz

Auf der o-Algebra A = ) 2; existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ P mit
i€l

PJ (P) :PJ fir alle J € H (P5)
Beweis:

Ist I endlich, so folgt die Behauptung aus §4. Sei also I nicht endlich.

Vorbetrachtungen:

(1) Fir K €M, J C K

= Pf Qg — Qy ist A-Aj-meBbar.

i X A; mit A; € Ay, i € J erzeugen Ay und (Pf()f1 (XA¢> = X A} € Ak mit
i€J ieJ €K
Al =A; firie Jund A = Q, fir i € K\ J. Mit (2.21) folgt dann die Behauptung. 1

= JIP:a)=T]Pi(4) “"S"* PFPx) =P, fir K,JeH mit JC K.

- 2 keitssatz
€K i€

(2) Fiir J € H sei Z; := P;' () die o-Algebra der J-Zylindermengen

Y (PK) T @) c Ak und somit 2y C Zx fir JC K und J,K € H.

2z, = Pyly) = (PKoPk)” ()
) ((PF) ™ @) < (P!) (@) = Zx

il

(3) Sei Z= |J Z; das System der Zylindermengen. Fiir Z;,Z> € Z = 3J1, o € H: Z; € Z,,.
JEH

Sei J =J1UJy € H Q) Z; € Z5 = Z ist Algebra (aber im allgemienen keine o-Algebra).

Wegen (Py) gilt
A=A(Z).
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1. Schritt: Existiert ein Wahrscheinlichkeitsmafl P mit (Ps)
= Z=(P)) " (A),AecA; mit P(Z)=P;(P)(A) =P, (A).
Dies ist wohldefiniert: Sei
Z=(Py) " (A) = (Px)""(B) mit JJKeH, AcUy, BeUk.
Ist JCK ) )
_ - _A _
= PrH(A) = (P o Pi) T (A) = (P) T ((PF) T (W)
= Pg'(B)=Pg'(B) mit B = (PK)" (4) € Ag.
Da Pk : Q — Qp eine Projektion ist folgt:
B=B = (PK) " (4)
—1
= Px(B)=Px ((Pf) " (4) = (Pf) (Px) (4) =P, (4) = P(2).
Sind J, K beliebig, so setzt man L=JUK = J C Lund K C L

@ 3¢ e, mit Z=(P)"(C) = P7'(A) = Pgl(B)

= P(Z)=P,(C)=P;(A) =Pk (B) = Behauptung.

Also wird durch Py : 2 — Ry, Py (P (A)) := P, (A), J € H und A € U, eine Funktion
definiert.

2. Schritt: Py ist Inhalt auf Z. Trivialerweise ist Po > 0 und Pg (0) = P (P;' (0)) =P, (0) =0
fir J € H beliebig. Sind Z1, Zs € Z disjunkt, so existiert ein J € H mit

Z;=(P;") (A;) mit 4; €.
Also:
A1 N Ay =0 = Py (ZlL-J ZQ) = Py P‘]_l (Al)UP‘]_l (AQ))

I
U

Um den Fortsetzungssatz (2.16) zu verwenden, miissen wir noch zeigen, daf§ der Inhalt Py ein
Prama#f ist, das heifit o-additiv:

3. Schritt: Fiir Z € Z und J € H ist fir jedes Wy € Oy
79 i ={weQ| (Ws, Pps(w)) € Z} € Z.

Esist w € Z¥7 & ersetzt man in w die zu ¢ € J gehdrenden Koordinaten durch die entsprechenden
von wy so erhilt man einen Punkt aus Z. Es gilt

P, (Z) = / Py (Z) AP, (w))  (P)

i Fir Z € Z 3K € H, A€ g : Z = Pi' (A). Da I unendlich kénnen wir wegen Zx, C Zr,
fiir K1 C K> ohne Einschrinkung J C K und J # K (J C K) annehmen.

= AW.I:{WGQK|w:(w]awl)€Avw/€QK\J}GQ[K

= ZY = PI;{J (Ap,) = ZYeZ.
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Mit Lemma (4.4) angewandt auf 2; = A7, As = A\ s
w -1
= A, €U0y = 29 =(Pxy) (Au,) € Zr\y-

Da Py = P; ® Pk s folgt aus Satz (4.6)

PO (Z) = PK (A) = /PK\J (Aw‘,) dP] (w.]) .

Da
Pr\s(Aw,) = Pr\s(Po)(Aw,)
= Py ((PK\JY1 (Aw)>
= Py (2%)
folgt (Fs). 1

Néchster Schritt: Wegen Satz (2.5) reicht es zu zeigen, dafl Py 0-stetig ist. Seien Z,, € Z, Z,, |
und « = 1I;f1 Py (Z,) > 0.

Zu zeigen:

ﬂzn;é(b.

n=1

H, A, € U,; ohne Einschrénkung J; C Jo C ... Nach dem

Es ist Z, = (P;,)" " (A,) mit J, €
n’1) Az, -B (R)-meBbar (siche Lemma (4.5))

dritten Schritt ist wy, — Pq (Z

N Qn;:{leeQJl O(Z“”l)z%}emh Vn > 1.

(ig) « S PO (Zn) = /Po( wjl) d:PJ'1 (wjl)
= / P( Wh)dPJl (WJ1)+/ P( Wfl)del (le)
1 N—— Q%W—’
<1 <3
< PJ1 (Qn)+% PJl (Qg)
< PLQu)+3

Da Z, |
Da P, (-steig ist

= (@#0 = 3w,e()Qn mitpo(z,‘fh)z%m Vn > 1.

n=1 n=1
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Noch ein Schritt:
Jo# i ML S, € Qi Py ((Zﬁf"l)w”\"l) > 92720,

Wir setzen wy, = (WJ17W.]2\J1) € Q, und es folgt

(ZwJ1 )WJQ\Jl = 7w

und somit
Po(Zn) >22a>0 sowie Pj?(wy)=wy.

Ist Jo = Ji, so kénnen wir wy, := wy, wihlen. Induktiv folgt:
Vk>13wy, € Qy mit Vn>1: Py (Z;f]’“) >27%a und P}]:+1 (W) = wo,

= Jw€N: Py (wo) =wy, VEk>1.
Es mul Z,;’" # () gelten
= @, €Q mit (wy,,Pny, (@n)) € Zn
= (w‘]n,P]\.]n (WQ)) = (PJn (wo) aPI\Jn (WQ)) =wy € Z, Yn>1
= ﬂ Zn # 0.
n=1

6.13 Definition (Produktraum)

(Vergleiche §4) Es seien (£2;,%l;, P;),.; Wahrscheinlichkeitsréume. Das nach Satz (6.12) eindeutig

bestimmte Produktmaf wird mit ) P; bezeichnet. Der Raum
i€l

(>< 0. @ @m)
el iel iel
heifit Produktraum und wir schreiben auch

QP (2,2, P;).

el

Wie in Satz (6.9) 148t sich nun die Unabhéngigkeit einer Familie von Zufallsvariablen (X;), , fiir

beliebige Indexmengen I durch die gemeinsame Verteilung charakterisieren:

6.14 Satz

icl

Eine Familie (X;),.; von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (£, 2, P) ist genau
dann unabhéngig, wenn
P(x,.ien) = ®Pxi

iel
gilt.
Beweis:
Analog Zu (6.9)!
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6.15 Korollar

Zu jeder Familie (Q;,2;, P;) i1 von Wahrscheinlichkeitsrdumen existieren ein Wahrscheinlichkeits-
raum (2,2, P) und Zufallsvariablen X; : (Q,2) — (©;,2;) die unabhingig sind und Px, = P;
fiir alle ¢ € I gilt.

Beweis:

Sei (2,2, P) = & (Q;,2;,P;) und X, : Q — Q; die Projektion (also A-2;-mefibar).
i€l

= Px, =P; nach Definition von P = ®Pi.
i€l
Esist (X;:49€1):Q — Q die Identitéit
= Pxien =Pu=P= ®Pi = ®Pxi-
il i€l

Mit Satz (6.14) folgt dann die Behauptung. U
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Aufgaben:

Aufgabe 6.1: Einfache symmetrische Irrfahrt

Es sei (X;),~, eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten reellen Zufallsvariablen mit

n

= %5,1 + %EH sowie S, = > X; und Sp = 0. (Sy),,~ heiBt einfache symmetrische Irrfahrt.
i=1 =

Weiter sei Y,, = 14g, ). Zeigen Sie, dafl ¥}, — 0 stochastisch und im p-ten Mittel fiir jedes p > 1.

Py,

7

Aufgabe 6.2:

Es seien X7, ..., X,, unabhéngige reelle Zufallsvariablen. Zeigen Sie, daf}

E <ﬁx> = ﬁE (X;)

wenn alle X; > 0 oder alle X; integrierbar sind. Im zweiten Fall ist auch das Produkt integrierbar.

Aufgabe 6.3:

Es sei (©,2(, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zeigen Sie:
(a) Zwei Ereignisse A, B € 2 sind genau dann unabhéingig, wenn A und B® unabhéingig sind.
(b) Ist P (B) =0 oder P (B) =1 so sind 4, B unabhingig fiir jedes A € .
(c) Sind die Ereignisse A, B,C' € 2 unabhingig so sind AU B und C unabhingig.

(d) Sind X,Y, Z unabhingige reelle Zufallsvariablen so sind auch die Paare von Zufallsvariablen
X +Y, 7 sowie XY, Z unabhéngig.

Aufgabe 6.4:

Es seien X,Y unabhingige reelle Zufallsvariablen mit Verteilungen p = f - A! beziehungsweise
v = g- A und (uneigentlich) Riemann-integrierbare Dichten f,g: R — R. Zeigen Sie, da Y # 0
fast sicher.

(a) Zeigen Sie, dafl der Quotient @ := XY ! die Verteilung ¢ - A\! mit der Dichte

¢(2) = / F ) g @) Iyl dA ()

besitzt.
(b) Man berechne ¢ im Fall u = v = Npy,1.

Aufgabe 6.5:

Man beweise die Existenz einer unabhéngigen Folge (X,,), reeller Zufallsvariablen auf einem ge-
eigneten Wahrscheinlichkeitsraum, wobei jedes X,, den beiden folgenden Bedingungen geniigt.

(a) P{X, =1} =P{X, =1} = §(1-27"),
(b) P{X, =2"} =P {X, = 2"} =277

In beiden Fillen berechne man die Varianzen V (X,,).
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Aufgabe 6.6:

(a) Es seien X : (2,2) — (Q1,2;) und Y : (21,24) — (Q2,2s) unabhiingige Zufallsvariablen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraium (€, 2, P).
Man zeige: Fiir alle M € A; @ Ao gilt

P{(X,Y)c M} :/ P{(z,Y) e M} dPyx ().

1

(b) Es seien X,Y unabhéngig und exponentialverteilt mit Parameter A > 0. Berechnen Sie die
Lebesgue-Dichte der Verteilung von
Hinweis: Teil (a)!

X
X+Y”*

Aufgabe 6.7:

Es sei X7, X5, ... eine Folge unabhéingiger By.,-verteilter Zufallsvariablen auf (2,2, P) und fiir
m € Nsei Ty, : @ = NU {oo} die Wartezeit auf den m-ten Erfolg, das heifit

T :inf{n: iXi m}.
i=1

Man zeige:

(a) P{Tyy1 — T, =k} =P {T1 = k} fiir alle kK € N und alle m > 1.
(b) Die Folge T1,To — T4, ..., Tyn+1 — Do, - . . ist unabhiingig.
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