Musterlosung Analysis I Blatt 1

1. Aufgabe 1

(a) Das additive und multiplikative Inverse sind eindeutig.
Eindeutigkeit des additiven Inversen:
Axiom K4 besagt: Zu a € R gibt es ein x € R mit a+x = 0. Angenommen
es gibe z,y € R mit a +x =0, a + y = 0. Das bedeutet aber:
B 2102042 = (at+y)+z g (y+a)+z K2 y+(a+z) =y+0 e y.
Bemerkung: Das eindeutige additive inverse Element von a wird auch
mit —a bezeichnet.

Eindeutigkeit des multiplikativen Inversen:
Axiom K9 besagt: Zu a € R\{0} gibt es € R mit az = 1. Angenommen
es gibt z,y mit ax = 1 und ay = 1. Dann folgt:

K38 K7 K10 K10 K38
z=zl=1x(ay) = (za)y = (ar)y=1y = yl =y

Bemerkung: Das eindeutige multiplikative inverse Element von a wird
auch mit a=! bezeichnet.

(b) Man zeige die Formel: 0 = —0.

0=0
&g 04+0=0
I:(é 0 ist ein additives inverses Element zu 0.
S 0=—0

2. Aufgabe 2
Zunichst einige Voriiberlegungen (bekannt aus der Globaliibung).

(a) Zeige: V b,c € R\{0}: b~tc™t = (bc)™?
Beweis:

1 ~1 K10 ;,1 1 K9 . _1 K8 _1K9 - -1 -
beb tet =it Eele ! Rt E 1= (be) Tt =07

da das inverse Element eindeutig bestimmt ist.
(b) Zeige: Vd e R\{0}: (d" )"t =4d
Beweis:
dd™ 2 dd 1 = (@ =4,

da das inverse Element eindeutig bestimmt ist.

Nun zur Aufgabe:
Man beweise die Rechenregeln fiir reelle Zahlen:

a b ad + be
Va,b € R,¢,d € R\{0} gilt:— + = = .
a.beR,c,d € R\(0} gilt:" + 2 = “L



Beweis: Sei a,b,c,d wie oben:

a b ks a b
A
c + d c + d
K9 da cb
- de + cd
P ddtac ! + e tbd !
KO dd—te? +bed et
K (ad + be)d et
29 (ad + be) (de) ™
Def. ad+ bc
N cd
ab ab
Va,b € R, c,d € R\{0} gilt:——= = —.
a ¢ \{0} gilt:—— = —
Beweis: Sei a,b,c,d wie oben:
b ef.
%E Pef ac tbd™!
K10 obetd1
= ab(ed)™!
Def. Cl_b
d
., a\c ad
Va,b € R,c,d € R\{0} gllt.b\—d =1
Beweis: Sei a,b,c,d wie oben:
a\c et ac”t(bd=H)~!
b\d
2.(a) ac= b= (d~1)"1
20) ac b ld
K0 L ab—1et
=2 ad(be)™?
Def. a_d
ke



3. Aufgabe 3
Fiir welche z € R gilt:

(a) bz +3|—1[3x—2]>5
kritische Punkte:

5ZE+3=O<:>5JL‘=—3<:>ZL‘=—§

Jr—2=0&3r=2&2=
Wir betrachten nacheinander die Falle x < —%,
1.Fall: Sei # < —2. Es gilt [5z+3|—|32—2| = —bx—3—(—3z+2
und die obige Ungleichung ist dquivalent zu
—2r—5>5
& 2x < —10
& r < —5.

Damit gilt die Ungleichung fiir « € Ly = (—o0, —5].
2.Fall: Sei —2 <z < 2. Esgilt: 5o +3|—[32—2| =5z +3— (—3z+2) =
8z + 1. Die obige Ungleichung ist dquivalent zu
8r+1>5
& 8r >4

& xr > %
Damit gilt die Ungleichung fiir z € Ly = [1, 2).
3.Fall: Sei # < x. Dann gilt |5z + 3| — |3z — 2| = bz + 3 — (3z — 2) =
2z +5 > 5 und die obige Ungleichung ist immer erfiillt. Wir erhalten die
Losungsmenge: L = Ly |JL3 | L3 = (—o0, —5] U[%, 00).

(b) |2 — 22| < 3. Wegen Formel (2) in Kapitel I.1 der Vorlesung gilt die
Ungleichung genau dann, wenn gilt:

5 1
3<2-2r <3 H<< 2l —>r>——,

2 2
wobei die letzte Aquivalenz Axiom O und die Tatsache —(—2) =2 € P
benutzt. Die Ungleichung gilt genau dann, wenn € L = (—3, ) gilt.

(c) [2x] > |6 — 2z]
Kritische Punkte:

2r=0<2x=0
6—-2r=02=3

Wir betrachten nacheinander die Félle x < 0, 0 <z < 3 und 3 < x.
1.Fall: Sei x < 0. Dann gilt 22| = —2z und |6 — 22| = 6 — 2z. Die
Ungleichung ist dann dquivalent zu

—2r>6—-2r<0>6

was fiir kein x erfiillt ist.
2.Fall: Sei 0 < z < 3. Dann gilt |22| = 2z und |6 — 22| = 6 — 2z. Die
Ungleichung gilt genau dann, wenn

3
2x>6—2x<:>4sc>6<:>33>§.



Damit ist sie fiir z € Ly = (2, 3) erfiillt.

3.Fall: Sei 3 < z. Dann gilt |2z| = 2z und |6 — 22| = —(6 — 2z) = 2z — 6.
Die Ungleichung ist dquivalent zu 2z > 2z — 6 < 0 > —6, was immer
erfiillt ist. Also folgt fiir die Losungsmenge: L = Ly (JL3 L3 = (2, 00).

(d) sy <3
Zunichst iiberlegen wir uns, dafl 24|z —1| € P ist. Dies ist sicher richtig,
falls . > 0. Ist z <Osogilt x + |z — 1| =2+ 1—2=1¢€ P. Nun gilt

d)< P3>3 - =(@+|z -1 @@ +]z—1]) - 1),

x+ |z —1]
was wegen der Rechenregel 1.6 (h) unter Axiom O zu
xz+]z—1]))>1

dquivalent ist.
Kritische Punke:

r—1=0&<x=1
Wir betrachten nacheinander die Félle z < 1 und 1 < z.
1.Fall: Aus x < 1 folgt:

le—1=—-(z-1)=1-2x
= 3z+lz—1)=3+1-2)=3>1

Also ist Ly = (—o0,1).
2.Fall: Aus z > 1 folgt:

lt—1l=xz—1
= 3x+x-1)=6x—-3>6—-3=3>1.

Damit ist Lo = [1,00) und die Ungleichung gilt fiir alle x € L = R.
4. Aufgabe 4

(a) Man beweise:

r s
Vo< r< ilt: — <
=T<s& 1+r 1+s

Seien r, s wie oben, dann gilt mit der Rechenregel 1.6 (h) und K11:

r<s
= r+rs<s+rs
= r(l+s)<s(l+r)
= <

_r_ _S5_
147 1+s”



(b) Man beweise

ety el
T+lez+yl — 1+z]  1+]yl

Vz,y € R gilt:

Es gilt (mit Aufgabe 2):

el Wl el Ayl + 2y
L[]~ 1+ [yl L]+ |y| + |zllyl
=] + |yl + |=[ly|

L+ fa| + [yl + [yl

da 1+ |z|+ |y| + |z|ly| € P und |z||y| € P ist.

Jetzt kann man Aufgabe 4.(a) verwenden. Dabei ist r := |z + y| und
s = |z| + |y| + |=||ly|]. Aufgrund der Dreiecksungleichung ist s > r oder
mindestens eine der beiden reellen Zahlen x, y ist gleich 0. Da der zweite
Fall einfach ist, nehmen wir an, da§ s > r ist. Damit gilt dann:

|z +lyl + =yl 4z +y
L+ [a] + |yl + ||yl 1+ [z +yl|
x+y
T 14|z +yl
5. Aufgabe 5
Sei n € N. Man zeige:
n 1
Zk = @ (1)
k=1

Man verwendet das Verfahren der vollstdndigen Induktion.
e Induktionsanfang (n = 1): Es gilt

MERICER)
2
e Induktionsschluss (n — n + 1): Die Formel (1) gelte fiir n. Dann folgt

=1.

n+1 n
ko= D k+(n+1)
k=1 k=1
LV. n(n;— 1) F(n+1)
_ n(n+1)+2(n+1)
2
. (n+1)(n+2)
-



