BLATT 14 - Musterlosungen

62.

a) Fiir s¢ > 1 ist bekannt dafl die Reihe ) n~*? konvergiert. Laut Vo-
raussetzung konvergiert auch die Reihe > |a,|. Die Holdersche Ungleichung
liefert fiir alle n:

n n 1/]3 n 1/q 00 1/p 0o 1/q
St (Sl (0] < (S (Tr) <
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Dies impliziert din Konvergenz der Reihe Y |az|'/Pk~.

b) Wir betrachten die Reihe Y a,,, mit a, = n~'(logn)™* fir 1 < a < p.
Die Folge (a,) ist monoton fallend und die Reihe

" 1
22 a2 :Znalog2

konvergiert, also laut Verdichtungskriterium (Kaballo, s.246) konvergiert auch

> ap.
Es gilt jedoch:

RV 1 11

nt/r " (logn)e/r ni/a — n(logn)e/»

Eine erneute Anwendung des Verdichtungskriteriums liefert diesmal die
Divergenz der Reihe Y n~'(logn)~®/?, da a/p < 1.

63.
a) Fir |z < 1 gilt:

n n
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Da |z| < 1, ist (|x|™) eine monoton fallende Folge und die Potenzreihe
> |x|™ konvergiert. Dies impliziert (laut Vorlesung, 21.9) daf§ lim,, . n|z|" =
0. Fiir n — oo in (1) gilt dann:

[e.e] . 1
E:%+1m::ﬂ—xﬁ

k=0

Weiterhin gilt:
(1-— x) l—z (1—x)?
k:O k=0

Daraus folgt da§ Y kz* = >"((k + 1)2* — 2*) konvergiert, und da8
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Eine andere Losungsmoglichkeit ist folgende. Sei fp(x) = ¥, also ist
fi(x) = kax*1. Daher gilt fiir alle n:

Sk + 1t = i)

Sei ¢ € [0, 1] beliebig. Es folgt daB || fil(—c,q < (k+1)c*. Die Konvergenz der
Potenzreihe Y (k + 1)c* impliziert dann die normale Konvergenz der Reihe
fi(z) fir alle x € [—¢, ¢], also auch die gleichméfige Kovergenz. Satz 17.9
(Vorlesung) impliziert also dafl

(3 k) =3 fie) = Sk + 1t

Aber " 2% = (1 — z)7!, deswegen gilt:

(lf@2222@+1nﬂk

b) Der Konvergenzradius der Potenzreihe > a,2" ist gegeben durch p =

(lim sup {/|a,|)~*



ay, = n’ : limsup ¢ ne = lim su ﬂ:i:
n= TP T G T e

da bekannt ist, daf V/k! > k/3. Folglich ist der Konvergenzradius p = oc.

2.5" i n]2.5™ I 2.5 95 2
Ap — : 11m su — = 1mSsup ———z = 4. = —.
n® PV s P/ =5

ap = e (1 +n'): limsup /e (1 4+ n1%) = limsupe *(/n)*Vn-10 4+ 1 =¢*

=p=e.

64.
f(@) =" fu(x) mit fir(z) = (k + sin®(kx)) =,

a) Fiir alle z € [¢,00) mit ¢ > 1 gilt: fr(z) < k™" < k¢, also ist

Sl <> <o
k=1

k=1

Folglich ist die Reihe > fx(x) normal konvergent auf dem Intervall [c, 00).
Die Grenzfunktion f ist stetig auf alle Intervalle der Form [c, 00) mit ¢ > 1
(normale Konvergenz impliziert gleichméfige Konvergenz, s.Vorlesung, 23.3),
folglich ist sie stetig auch auf (1, 00).

b) Fiir z € [¢,00) gilt: h(z) :=> (k+1)7" < f(z) = fulz) < g(x) :=
> k™" wobei die Stetigkeit der Grenzfunktionen ¢, h sich mit demselben
Argument wie oben erweisen lafit. Aus lim,\; h(z) = oo, lim,\; g(x) = oo,
folgt dann ebenfalls lim,\ ; f(z) = occ.

Angenommen die Konvergenz der Reihe Y fi(x) wére gleichméfig auf
(1,00). Dann existiert fiir jedes € > 0 ein ny € N mit

|f(:v) L)

= fl@) = fulz) <e
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Vn > ng, Vo € (1,00).
Sei M > 0. Wegen lim,\; f(z) = oo, gibt es ein § > 0 so daf gilt:
f(z) > M,Vz € (1,1 + 9). Folglich ist

no

M= le) < @) =Y i) < )

k=1

Vo € (1,14 6). Fiir ein gegebenes ¢, ist ng eine feste Zahl, und die Funktion
gegeben durch Y 7, fi(x) ist beschrankt auf [1,00). Da M beliebig gro8
gewéhlt werden kann, liefert die Ungleichung (2) ein Widerspruch.

Die Konvergenz auf (1,00) ist also nicht gleichmafig.

c) Die Behauptung dafl f € C*°((1, 00)) ist nicht richtig. Es kann lediglich
gezeigt werden, daf§ f € C™((m, 00)) fiir alle m € N.

Es gilt:

fe(z) = (k +sin?(kz)) ™" = exp(—xlog(k + sin®(kx))) = exp(vr(x))
mit ¢y, (x) = —zlog(k + sin®(kz)).

Wir berechnen zunéchst die Ableitungen von fy:

fio = exp(ve)dy

po= exp(Ur) ()" + exp(vr) vy = exp(vhi) (V1)* + ¥k)

Vo= exp(U) Vi ((VR)” + vk) + exp(vi) (U4 + ¢y)
(%)
(V)

@

= exp(ve) (V4)* + 3uReh + ¥)
1= exp(n) (W) + 6(UR)*0f +3(0)° + 4l + 0.

Durch Induktion zeigt man daf3 die m-te Ableitung von f; folgende Form

hat:
m m m—1

I = o)™ + G (- ")), (3)

wobei G, (Y1, - - -, Ym—1) €in Polynom m-ten Grades (in allen Variablen zusam-

men) ist, mit Koeffizienten die nicht von & abhéngen, wobei die Ableitungen

wl(j ) héchstens mit Potenz m + 1 — 7 erscheinen.
Als néachstes berechnen wir die Ableitungen der Funktionen . Es gilt:

Ui(2) = —(vi(x)) mit ¢p(x) = log(k + sin®(kz)).
Folglich gilt fiir alle m > 1:

m

) == 3 (7)ol ) = el V(e) - w0l e)

J=0
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Aus (3) folgt also:

1) = exp(—wén(@) (—26l" (@) + Hu(@,64(@),.. 6" (@) (4)

wobei Hp, (Yo, Y1, - - -, Ym—1) ein Polynom hochstens m-ten Grades sowohl in
Yo, als auch in den Variablen 41, ...,y 1 (zusammen) ist, mit Koeffizienten
die nicht von k& abhangen, wobei die Ableitungen gzﬁ,(gj ) hochstens mit Potenz
m + 1 — 7 erscheinen.

Wir berechnen nun die Ableitungen der Funktionen ¢,. Es gilt:

o(x) = log(k + sin®(kx)) = log(k + h(kx)) = g(kz) (5)

mit
h(y) = sin’(y) (6)
ge(y) = log(k+h(y)) (7)

Aus (5) folgt daf :
" (z) = kg™ (k) 8)

Nun miissen die Ableitungen der Funktionen g, berechnet werden. Es
gilt:

/ W (y)
gk<y) = m
v DY) (k4 k() — (' (y)?
N Ok
) = (k" — Wh'" 4+ h'R")(k + h) — 21/ (kh" + hh —(h))<y>

(k+h)3

Die Ableitungen von h sind beschrankt, und durch Induktiom stellt sich
heraus, dal auch die Ableitungen von gy beschrénkt sind, mit einer Schranke
die sich wie k! verhdlt. Wenn wir nun die Formel (8) in der Gleichung (4)
einsetzen, ergibt sich:

1) = exp(—wgn(@)) (—ok" g™ (ka) + Honlw, kgh(a), ..., k" g{" D (a)))
(9)



Der Gesamtgrad beztiglich k des Ausdruckes H,,(z, kg (z), ..., km_lg,gm_l)

betragt hochstens m, und wegen des Terms —kag,gm)(kx), der nicht zu H,,
beitrigt, und der Abschatzung der Ableitungen fiir g5, erhalt man die Ab-
schatzung:

L) < Ckmeemgm=

Die Reihe > k™ ¢! konvergiert fir ¢ > m, und von hier kann man
schliefen daB f, € C™((m,o0)) mit demselben Argument wie im folgendes
vereinfachtes Beispiel:

i

Falls fi.(z) = k~* kann man in der Tat zeigen, dal f € C*((1,0)).

Es gilt: f™(z) = (=1)™k~(log k)™ und fiir ¢ > 1 (beliebig) gilt:

sup | "™ (x)] = k~(log k)™

T€[c,00)

Sei m = 1. Die Reihe Y k~¢logk ist konvergent, folglich konvergiert die
Reihe ) fi(z) normal (also auch gleichméBig) auf [¢,00). Laut Satz 17.9
(Vorlesung) gilt dann fir f(z) = > fu(z): f € CYe,0)) und f'(z) =
> (@)

Wir zeigen durch Induktion dafi f € C™([c,00)) fur alle m, und da8
Fo () =3 £ ().

Fiir m = 1 wurde dies bereits bewiesen. Angenommen f € C™ ([, 00)).
Sei g(z) = f0"V(z) und gp(v) = ,gm_l)(x). Es gilt: g.(z) = fém) (x),
welches oben abgeschétzt wurde. Genau wie im Falle m = 1 erweist sich dann
die Reihe ) g, (z) als normal konvergent, also auch gleichméfig konvergent.

Mit demselben Argument wie fiir m = 1 kann man dann schlieflen daf} g €
C'([c,00)) und ¢'(z) = >_ g;.(z). Dies ist nichts anderes als die Behauptung
flir m, angenommen sie gilt fiir m — 1. Laut Induktionsprinzip gilt f €
C™([c,00)) fur alle m, also f € C*([c,0)).

Da ¢ > 1 beliebig gewéhlt wurde, gilt folglich f € C*°((1, 00)).

65.

Beahuptung: Fiir alle Funktionen f € C(a,b) mit f™(x) = 1,Vz €
(a,b) gilt: f ist ein Polynom m-ten Grades auf dem Intervall I = (a, b).

Sei m = 1. Dann gilt, laut Voraussetzung, f'(z) = 1,Vx € I. Folglich
hat f die Form f(x) = x 4+ ¢ mit ¢ eine beliebige Konstante, verifiziert also
in diesem Fall die Behauptung.

()



Angenommen die Behauptung gilt fiir m, und es gelte f V) (z) = 1,Vx €
I. Dann ist (f)™(z) = 1, also ist f’ ein Polynom m-ten Grades. Auf einem
Intervall sind die Stammfunktionen von Polynomen m-ten Grades Polynome
m+1-ten Grades (da [ agz*dz = ax(k+1)" ¥ +¢), also ist die Behauptung
bewiesen.

66.
Wurde in der Vorlesung gerechnet.

67.

Gesucht sind die Extremalpunkte der Funktion
f:R—=R, f(z) =sinz — 2sin(z/2).

Es gilt:

f'(x) = cosx — cos(z/2) = 2cos?*(z/2) — 1 — cos(z/2)
(cos(z/2) —1)(2cos(x/2) + 1)

f(z) = —sinx—l—%sin(x/Z)
fM(x) = —cosx+%cos(x/2)

Die Nullstellen der ersten Ableitung von f sind: xy; = 4km; x40 =
A /3 + 4km; xp3 = 27/3 + (4k + 2)m, fiir k € Z.

Es gilt: f"(xp1) = f"(4dkm) = 0, aber f"(4km) = —1+1/4 # 0, also sind
x1 = 4km keine Extremalpunkte (laut Vorlesung, 24.13).

Weiterhin ist f”(zr02) = f"(47/3 + 4km) = V/3/2 + (1/2)(v/3/2)
3v/3/4 > 0, also sind die Punkte x5 = 47/3 + 4k lokale Minima.

Zum SchluB ist f”(zy3) = f"(27/3+(4k+2)7) = —v/3/2—(1/2)(V/3/2) =
—3v/3/4 < 0, also sind die Punkte x5 = 27/3 + (4k + 2)7 lokale Maxima.
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