Musterlosung, Analysis I, Blatt 4

Aufgabe 16

Da fiir Autos die mehrere Farben gleichzeitig tragen die Aussage falsch ist (schon
der Induktionsanfang wire nicht korrekt) beschrinken wir uns hier auf die inter-
essante Teilmenge der einfarbigen Autos. Fiir diese funktionniert offensichtlich
der Induktionsanfang, da die Aussage (man iiberpriife dies mit einem geeigne-
ten Blick durch ein Fenster auf der Ostseite des Mathegebdudes) jedoch falsch
ist, mufl man den Fehler im Induktionsschritt suchen. Genauer muf er sich schon
beim Schritt von einem Auto auf 2 Autos wiederfinden lassen, da ja auch die Aus-
sage fiir zwei Autos falsch ist. Da die Induktionsvoraussetzung korrekt ist, bleibt
noch der Schnitt von M; und Ms, der in diesem Fall (M; = {a1}, My = {as})
jedoch leer ist. Hier steckt also der Fehler.

Aufgabe 17
Wir betrachten zunéchst die Hilfsfolge
1 1
bn = O0pg1 — Ap = 5 (an—l - an) = _§bn—l-

Mittels einer vollstéandigen Induktion iiberzeuge man sich, daf§ somit

(- e

gilt. Mit Hilfe der b,, 148t sich nun eine Teleskopsumme der Art

n—1
E b, =a, —ag=a, —a
k=0

bilden. Folglich gilt unter Beachtung der geometrischen Summenformel
n—1 k 1\7
1 1—(—4
a, =a+ (——) (b—a):a—k(b—a)(ia)
par 1= (=3)

Wegen lim (—l)n = ( ergibt sich somit endgiiltig

n—oo 2
2 \" 2 1
lim a, = lim = (b— I1—1{—z =-b+ 5
= Jim 300 (1= (=) ) =G go

Aufgabe 18
Da fiir hinreichend grofie n a; ~ a gilt und somit (unter Vernachlissigung ei-

nes endlichen Anfangsstiicks) auch ﬁ > ap ~ a ist, liegt es nahe derartige
k=N+1

1



Endstiicke zu betrachten. Wir pézisieren also: Sei zu beliebigem ¢ > 0 ein N € N
gewéhlt, so daf fiir n > N |ax — a| < § gilt (wir lassen uns zunéchst einen Spiel-
raum von 3 fiir das noch zu betrachtende Anfangsstiick). Dies ergibt bereits fiir
die zu betrachtende Gesamtdifferenz (es sei n > N)

n n N n
1 1
bn — = — — = — — < — — —
| a|ngakna E(aka ngaka g(aka)
k—1 k=1 k:l k=N+1
:?rN ::\éN
Fiir das Endstiick gilt zunéchst
en—N ¢
Ry < = < =
M=o T2

Damit auch %AN diese Abschitzung erfiillt wiahlen wir ein N’ > N € N so dafl
fiir alle n > N’ gilt: 0 < %AN < 5. Die Zusammensetzung der beiden Aussagen
ergibt also |b, — a| < ¢ fiir n > N'.

Aufgabe 19

4. ap=mn, b, = (-1)"1

Die zu zeigenden Eigenschaften der Folgen ergeben sich offensichtlich.

Aufgabe 20
Die Idee ist mit den rationalen Zahlen das Intervall [0, 1] geeignet zu durchlaufen.
Hierzu setze zunéchst a;, = % fir 1 < k < i. Wir geben nun induktiv eine

Abzéhlung der Menge Z := {(k,i) | 1 <k <i} an: Sei ¢ : N — T definiert
durch

¢ (1) =(1,1),

(k+1,14) fir 1 <k < ,i gerade
P o (k—i—l i+ 1) fir k=14, gerade
o(n) = ki) = o(n+1):= (k—1,1) fir 1 < k <i,i ungerade
(1,i+1) fir £ = 1,7 ungerade
1)

Anschaulich sieht dies so aus:



(L,L1) (1,2) (1,3) (1,4)
(2,2)  (2,3) (24)
(3,3)  (3,4)

(4,4)

Wir zeigen zunéchst, dal ¢ bijektiv ist: Dazu sei Z,, := {(k,i) € Z | i <n}. Aus
(1) erkennt man, dal der zweite Index von ¢ (n) monoton wachsend ist.
Beh.: ¥ (k,i) € Z, 3 m € N mit ¢ (m) = (k).

Bew.:

Aln=1):Z; ={(1, )} und ¢ (1) = (1,1). Da ¢ (2) = (1,2) und der zweite
Index monoton wachsend ist, folgt die Eindeutigkeit von m in diesem Fall.

ISn —n+1):Esgilt Z,;1 =Z,U{(k,n+1) | 1<k <n+1}.

1. Fall (n gerade): Die IV ergibt: 3m € N mit ¢ (m) = (n,n). Daher
gilt fir 1 <k <n+1vermoge (1): ¢(m+k) = (n+2—Fkn+1).
Die Eindeutigkeit von m in diesem Falle folgt aus ¢ (m) = (n,n),
¢ (m+n+2)=(1,n+2) und der Monotonie des ersten Index von ¢
auf der Menge {m + 1,...,m + n + 1}. Dies zeigt die Behauptung fiir
gerades n.

2. Fall (n ungerade): Analog

Wegen Z = J Z,, folgt die Bijektivitat von ¢. Es sei nun

n=1

k

bn = n) —

Qg (n) i

Dann gilt
by — by| = % im 1. und 3. Fall

|bpy1 — by| = O im 2. Fall
bn1 —bn| = 77 — 3 < 77 im 4. Fall

Da ¢ monoton wachsend ist und Jeder Nenner erreicht wird, folgt |b,,4+1 — b,,| — 0.
Wegen 0 < b, < 1 ist b, beschré'mkt. Da ¢ bijektiv ist, existieren Teilfolgen b}

bzw. b}, mit b}, = + und b = ¥, was zeigt, daB b, divergent ist.



