Musterlosung zu Blatt 6

Aufgabe 26:

1. Fiir a > 0 und b € R gilt

log(a®) = blog(a)

Beweis:

log(ab)

2. Fira >0 und b,c € R gilt

Bewes:

3. Fiir a,d > 0 und b € R gilt:

log(exp(blog(a)))
blog(a)

exp(bclog(a))
exp(c(blog(a)))
exp(clog(a”))

(a”)°

a*d® = (ad)

Beweis: Aufgrund der Funktionalgleichungen von exp und log folgt

ald’

I
@

ad)®

—~

exp(b

exp(blog(a)) exp(blog(d))
xp(blog(a) + blog(d))
exp(b(log(a) + log(d)))
(blog(ad))



Aufgabe 27:

1.
lim z* =1
z—0+
Beweis: In der Vorlesung wurde lim+ xlog(z) = 0 gezeigt. Deshalb gilt
z—0
fiir beliebige Folgen (z,,) C (0, 00) mit x,, — 0 dann auch lim z,log(z,) =
0. Wegen der Stetigkeit von exp in 0 folgt damit
xor = exp(z, log(z,)) — exp(0) =1, (n — o)
2. )
lim z= =0
z—0+t
Beweis: Es gilt log(z) — —oo sowie 2 — oo fiir z — 0. Also
log(x) — —oo fiir & — 0T. Sei nun e > 0. Da exp(y) — 0 fiir y — —oo
gibt es ein ¢ € R mit: y < ¢ = exp(y) < e. Wegen =log(z) — —oo
fiir x — 07 gibt es 6 > 0 mit:
1
0<z<d = —log(z) <c
x
und damit
1
0<x<d = exp(—log(x)) <e
x
3.
lim Vnb +4n =1
Beweis:

MIM=<%>6H

Vorlesung: /n — 1 fiir n — oo, x + 29 stetig in 1. Deshalb gilt
(¥Y/n)® — 1 fiir n — oo. Zeige noch: {/1+ -5 — 1 fiir n — oco. Da

x +— {/x auf [0, 00) streng monoton wachsend ist, gilt:

4 n 4 " .
l<l+—<5=1< 1+—5<\/5—>1furn—>oo
n n



Jim 9 (Vi3 Vi) =0

Beweis:

3 _ 3¢m 39m 3
0 Vi (VI B Vi) = s s ST

— 0, (n — 00)
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Aufgabe 28:

1. Fiir die Menge M = {z € Q|2? < 10} gilt:
sup M = V10, inf M = —+/10, Max. und Min. existieren nicht

Beweis: Exemplarisch fiir das Infimum bzw. Minimum:

Fiir z € Rgilt 22 < 10 <= —/10 < z < V/10, also ist —v/10 eine un-
tere Schranke von M. Mit der Dezimalbruchentwicklung von —/10 =
—Xg, X1x9x3 - - - findet man nun eine Folge r,, := —xg, v12003 - 2,0 -,
die in M enthalten ist und gegen —v/10 konvergiert. Das Minimum
hingegen existiert nicht, da M C Q und daher sonst —v/10 = inf M =
min M € Q Widerspruch!

(Wire —/10 € Q, so gibe es teilerfremde natiirliche Zahlen p, ¢ mit
2= V10 = 10=15% = 10 =p* = p?gerade =
p gerade = p=2k, ke N = 5¢°> =2k? = ¢* gerade = ¢ gerade,
was einen Widerspruch zur Teilerfremdheit darstellt.)

2. Fiir die Menge M = {z € R|z® < 27} gilt:

sup M = 3, Max., Inf. und Min. existieren nicht

Beweis: z3 < 27 <= x < 3. Daher ist M nach unten unbeschrinkt
und Sy = {z € R|z > 3} ist die Menge der oberen Schranken. Offenbar
ist sup M = min Sy = 3. Da 3 € M existiert kein Maximum.

3. Fiir die Menge M = {1+ 2 |n € N} gilt:

max M = sup M = 3, inf M = 1, Min. existiert nicht
Beweis: Es gilt 1 < 1—1—% < 3 fiir jedes n € N. Da 3 € M folgt
max M = supM = 3. Da auch z, = 1—1—% € M und z, — 1 fir
n — oo folgt inf M = 1. Da jedoch 1 ¢ M existiert kein Minimum.
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4. Fiir die Menge M = {14+ —27™|n, m € N} gilt:
1
supM =2, inf M = 3 Max. und Min. existieren nicht

Beweis: Es gilt % <1+ % — 27 < 2 fiir alle n,m € N. Daher ist
% ¢ M eine untere Schranke und 2 ¢ M eine obere Schranke. Fiir die
Folge z,, := %—{—% e M gilt z, — % und fiir y, := 2 —27" € M gilt
Yp — 2 fiir n — oo.

Aufgabe 29:

Die Funktion

. . ez , x>0
f R—>R,f(x)—{ 0 2o
ist stetig.
Beweis: Die Stetigkeit auf R\ {0} ist klar, weil sowohl f : 2 — 0 auf (—o0, 0)
stetig ist als auch die Funktionen fi(z) := e” und fo(z) := —1 auf R\ {0}

stetig sind und somit auch f = f; o fo auf (0,00) als Komposition stetiger
Funktionen. Also ist nur noch die Stetigkeit in a = 0 zu zeigen:
Seie >0. Esgilt e - 0flry - —0c0o = FJceR:y<c = e <e. Da

_% — —oo fiir z — 07 gibt es § > 0 mit:

1 1
0<z<d = ——<c=>ez<e
T

Damit ist also )
lim ez =0= f(0) = lim f(x)

z—0t z—0—

Aufgabe 30:

(a) Seien f,g: M — R nach oben beschrankt. Behauptung: f + ¢ ist nach
oben beschrankt und

sup(f + g)(M) < sup f(M) + sup g(M)

Beweis: Weil f, g nach oben beschriankt sind existieren nach Satz 8.1
sup f(M) und sup g(M). Es gilt f(z) < sup f(M) und g(z) < sup g(M)
fiir alle x € M. Deshalb gilt auch

(f +9)(x) = f(z) + g(x) < sup f(M) + sup g(M)

Also ist (f + g)(M) € R nach oben beschrinkt und nach Satz 8.1
existiert daher sup(f+g¢)(M). Ausserdem ist sup f(M)-+sup g(M) eine
obere Schranke von (f+g¢)(M). Da das Supremum aber nach Definition
die kleinste obere Schranke ist, folgt daraus die Behauptung.
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(b) Seien (a,) und (b,) beschrinkt. Behauptung: (a, + b,) ist beschriankt
und
lim sup(a,, + b,) < limsup a,, + limsup b,

Beweis: Esist |a,| < ¢ und |b,| < ¢, also |a, +b,| < ¢1+c2. Nach dem
Satz von Bolzano Weierstra8 ist also A(a, +b,) # 0. Zu A € A(a, +by)
gibt es dann eine Teilfolge a,, + b,, — A fiir j — oo. Nach Bemerkung
10.7 gibt es fiir jedes € > 0 ein ko, so dass fiir alle k > kq gilt:

an, < limsupa,, +¢
und ein kq, so dass fiir alle k& > ky gilt:

bn, < limsupb,, +¢
Damit gilt also fiir & > max{ko, k1 } dann

Uy, + b, < limsupa,, + limsupb,; + 2¢
= A < limsupa,; +limsupb,; + 2¢
<

limsup a,, + limsup b,, + 2¢
Da dies fiir jedes € > 0 gilt, folgt auch
A < limsup a,, + limsup b,

Da nach Definition limsup(a, + b,) = sup A(a, + b,), folgt also die
Behauptung.

Bem.: Anders als auf dem Aufgabenblatt ist in (b) nun die Beschréanktheit
der Folgen vorausgesetzt. Diese sichert die Existenz des lim sup fiir die Folgen
ay,, b, und fiir die Summe. Wenn man nur die Beschranktheit nach oben vor-
aussetzt, besitzen z.B die Folgen a,, = b, = —n keinen Haufungswert. Auch
wenn man die Existenz von Haufungswerten von a,, und b,, zusétzlich zur Be-
schrinktheit nach oben fordert, muss a,, + b, trotzdem keinen Haufungswert
besitzen, wie folgendes Beispiel zeigt:

an:{ 0 , n gerade ’bn:{—n , 1 gerade

—n , n ungerade 0 , n ungerade



