MUSTERLOSUNG ZU BLATT 7

Aufgabe 31:

Definition Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heif$t gleichmdfig
stetig auf I, falls folgendes gilt:

Ve>0,30 >0Ve,yel:|jz—y|l<d = |flz)— fly)] <e
(i) f:R—R, f(z) = {]z]

Behauptung: f ist gleichméiBig stetig auf jedem der Intervalle: (—oo, —1],[—2, 2], [1, 00).
Beweis: Falls x,y € [1,00) (oder (—oo, —1]) gilt:

r)— — ||| =& _ H:C|—’y|‘ ‘I—yl
’f() f(y)‘_’\/ﬂ m‘_m+mm+m\/@+4‘y|3g A 5

da lal, Jy] > 1

Fiir z,y € [1,00) (oder (—oo, —1]) sei nun € > 0 beliebig.

Fir 0y = 4e gilt: |z —y| <1 = |f(z) — f(y)| < e. f ist daher gleichmé&Big
stetig auf [1, 00) und auf (—oo, —1].

Da f stetig auf dem kompakten Intervall [—2,2] ist, folgt (Theorem 13.7,

Kaballo oder Theorem 11.4, Vorlesung) dafi f auch gleichméBig stetig auf
diesem Intervall ist.

Folglich gilt: Ve > 0,36, > 0:Va,y € [-2,2], |z —y| < d = |f(x)—f(y)| <
€. Somit ist die Behauptung bewiesen.

O
Sei nun € > 0 beleibig. Fiir § = min(dy, 9, 1) gilt:
Va,y eR: fr—yl <8 = [f(z) - fy)l <e
f ist somit gleichméfig stetig auf R.

Bemerkung: Es mufl 6 < 1 gewéhlt werden, damit sichergestellt wird daf fiir
allex,y € Rmit |z—y| < d gilt: z,y € (—o0, —1|Vz,y € [-2,2]Va,y € [1,00)
d.h. dafl wir die gleichméflige Stetigkeit auf einem dieser Intervalle benutzen
konnen.
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(i) g : R = R, g(z) = W(lz| +1)

Es gilt: W(|z| + 1) = Z(=1) mit Z(z) = 1 — |z| falls * € [-2,2] und

Z(x +4k) + Z(z),Yk € Z.

Behauptung: f ist gleichméBig stetig auf jedem der Intervalle: (—oo, —1],[—2, 2], [1, 00).

|| +1

Beweis: Falls x,y € [1,00) (oder (—oo, —1]) gilt: 0 < Ix\+1’ |y|+1 <1/2.
Folglich ist
) T R U
o(e) = 90)| = |Z() ~ 2y o T
B | el N
(Il + Dyl +1) = 4

Von diesem Punkt an, verlauft der Beweis vollig analog zu (i).

OJ
(iii) A : (0,00) — R, h(z) = W(x)
Fiir > 0 gilt W(z) = Z(2) mit Z(-) definiert in (ii).
Sei ap = 5,00 = 72,1 > 1. Es gilt:
1 1
[Man) = h(bn)| = |Z(=) = Z(-)| = Z(4n + 1) = Z(4n)| = |0 — 1| =1

Es gilt jedoch: lim,, ., |a,—b,| = 0. Die Funktion A kann also nicht gleichméfig
stetig auf (0,00) sein, da ein Widerspruch zu Satz 13.6 (Kaballo) oder Satz
11.3 (Vorlesung) vorhanden ist.

OJ

Aufgabe 32:

Definition Fiir eine Funktion f : (a,00) — R gilt lim, ., f(z) = ¢, falls fiir
jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so daBl Vo > §: |f(z) — ¢| < € gilt.

a)
lim(1+1/z)=1

Sei € > 0 beliebig und sei 0 = 1/e.
Firz > gilt: [14+1/x -1 =1/z <e.
Laut Definition gilt also lim, ...(1+ 1/z) = 1.
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b) Die Folge a,, = 1 + 1/n, fiir n € N ist eine Cauchyfolge.
Sei € > 0 gegeben, und sei ng = [2/¢] + 1. Fiir ng < n < m gilt:
1 1 1 2

1
|an — am| == — =| <=+ =< = <e¢
n m' n m  n

Die Folge a,, = 1 + 1/n ist also eine Cauchyfolge.

Aufgabe 33:
Sei

B 0 fur |z| > 1/n
ful) = { 1 —nlz| fir|z] <1/n
a) Es soll gezeigt werden, dafl die Funktionen f,, stetig sind.

i) Sei 2y > 1/n. Da auf dem Intervall (1/n,00) die Funktion identisch ver-
schwindet, gilt:

Ve > 0,30, = |zog — 1/n| : Vo mit |z —zo| < 01 = |f(z) — f(zo)| =0<e.

Die Definition der Stetigkeit ist also verifiziert in allen Punkten des Intervalls
(1/n,00). Analog verifiziert man die Stetigkeit auf (—oo, —1/n).

ii) Sei xg € (=1/n,1/n). Fiir € > 0 sei do = min(e/n, |vg — 1/n|, |xo + 1/n]).
Fiir alle x mit |z — xo| < d gilt:

1£(2) = Flao)l = |1 = nla| = 1+ nfaol] = nlleo] — [«]] < nfe — x| < e

Die Funktion f, ist also stetig auch auf dem Intervall (—1/n,1/n).

iii) Sei xg = 1/n. Fiir € > 0 beliebig, sei 6 = min(dy, d2, 1/n), wobei d1, Iy wie
oben definiert sind.

Fiir alle x mit |z — 1/n| < 4§ gilt:

|f(z) = f(xo)] < |1 —n|z| = 0| <n|l/n— x| <nd < ne/n=ec

Die Funktion ist also stetig auch in dem Punkt 1/n.

Die Stetigkeit in —1/n verifiziert man analog.

b) Man bestimme den punktweisen Grenzwert der Funktionenfolge (f,,).

i) Sei x € R\ {0}. Es gibt also ein ny (grof genug), so daf§ fir n > ny gilt
|z| > 1/n, d.h. f,(x) =0,Vn > ny.

In diesem Fall gilt also: lim,, o fn(z) = 0.
ii) Sei nun x = 0. Es gilt f,(0) = 1,Vn, so daf} lim,,_., f,(0) = 1.
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Die gesuchte Grenzfunktion ist also:

f(x):{(l) fir x #£ 0

firz=0

c) Die Folge (f,,) konvergiert nicht gleichméafig.

i) Angenommen es gibe gleichméBige Konvergenz. Laut Definition wiirde
dann gelten: Ve > 0,3ng € N,Vn > ng,Vz € R: |f,(z) — f(z)| < e

Es gilt jedoch:

B 0 fir |z] > 1/n oder x =0
fnlz) = fl@) = { 1 —nlz| fir|z]<1/n,x#0

Seien nun € < 1/2 und ng wie oben. Es gilt: |f,,(1/2n¢) — f(1/2n0)| = 1/2
— Widerspruch zu |f,,(z) — f(x)| < € fiir alle z € R.
Die Annahme dafl die Funktionenfolge gleichméfig konvergiert ist also falsch.

ii) Angenommen es gibe gleichméafiige Konvergenz. Laut Theorem 11.9 der
Vorlesung wére dann mit den Funktionen f,, auch die Grenzfunktion f stetig.
Laut b), dies ist jedoch nicht der Fall, also kann die Folge f,, nicht gleichméfig
konvergieren.

O

Aufgabe 34:

f R — R stetig, mit f(z +y) = f(x)f(y) fir alle x,y €, R und f(0) > 0.
Wir begehen nun folgende Teilschritte:

i) f(0) =1

Es gilt: f(0) = f(0+0) = f(0)2

Da laut Voraussetzung f(0) > 0, mufl f(0) =1 gelten.

ii) f(nz) = f(x)",Vr e R,n € N

Sei n € N. Wir zeigen durch Induktion dafi f(nx) = f(x)" fur alle x € R.

Fiir n = 1 ist die Aussage offensichtlich wahr.

Angenommen sie gilt fiir n — 1.

Dann ist f(nz) = f((n—La+a) = f((n—1)a)f(x) = f(2)" f(x) = f()"

Die Behauptung ist also bewiesen fiir alle natiirlichen Zahlen n.
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Insbesondere gilt f(n) = f(1).

iii) f(—nz) = f(z) ",V e R,neN

Fir n € N und z € R gilt:

1 = £(0) = f(nw — nx) = f(nz) f(—nz) = f(2)" f(—na)

Es folgt daher daf f(—nx) = f(nz)™! = f(x)™.

Insbesondere gilt f(—n) = f(1)™".

iv) f(1) > 0.

Laut i) gilt: 1 = f(0) = f(1 —1) = f(1)f(—1), daher ist f(1) # 0.
Weiterhin gilt: f(1) = f(1/2+1/2) = f(1/2)* > 0.

(
Da gezeigt wurde, dafif(1) # 0, muBl daher f(1) > 0 gelten.

v) f(s) = f(1)",¥s € Q.

Sei s = p/q eine beliebige rationale Zahl, mit ¢ > 0.

Mit der Verwendung von ii) bzw. iii) fir z = p/q gilt: 0 < f(1)? = f(p) =
flq-p/a) = Fp/a)".

Daher gilt: f(p/q) = f(1)7 fiir alle rationale Zahlen s = p/q.

vi) f(z) = f(1)*,Vz € R.

Sei nun x € R beliebig und (z,) eine Folge von rationalen Zahlen mit
lim,, o0 T, = .

Die Stetigkeit der Funktion f impliziert nun daf lim, . f(z,) = f(z) <
lim oo (1) = f(2).

Die Stetigkeit der Funktion = + f(1)* impliziert nun f(1)* = f(z) und
damit die Behauptung der Aufgabe.
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