Musterlésung zu Blatt 2

Aufgabe 6.

Als erstes verifizieren wir die drei Eigenschaften der Norm:

i) Es gilt: [|fllesay = 0= [Ifl =0« f =0, da || eine Norm auf Cy(I) ist.
Umgekehrt, falls f = 0 gilt offensichtlich || f lexay = 0.

i) Es gilt: [laf|cxi) = maxo<i<k laf @] = |a| maxocics || fP]| = o[l fllexry fiir alle

a€Kund f e CHI).

i) Es gilt: [|f+gllcpry = maxo<ick [| FP + 99| < maxocicn | O +maxocicr |99 =
1 lexay + ll9llex-

Um die Vollstiindigkeit nachzuweisen, sei (f,,) eine Cauchyfolge in Cf(I). Dies impli-
ziert dafi fiir alle € > 0 ein ng existiert, so dafl fiir alle m,n > ny gilt: maxo<;< || f,(f) -
fg) | <€, daher ist ( f,(f)) eine Cauchyfolge in C, (1) fiir alle 4, also gleichméfig konvergent.

Aus Analysis . ist bekannt dafl die gleichméfiige Konvergenz der Funktionenfolge ( f,,)
und deren Ableitung (f}) auf einen kompakten Intervall die Gleichheit: ' = (lim f,,) =
lim f/ impliziert. (Im Falle der Funktionenfolge wére eigentlich die Konvergenz in einem
Punkt ausreichend.) Es folgt daher dafl f := lim,, .o f, € C¢([) und dafl f' = lim,, . f/.
Wenn wir dieses Schema rekursiv auf die Funktionenfolgen der Ableitungen ( fff) ) anwen-
den, erhalten wir im Endeffekt daf die Grenzfunktion f im Raum CF(I) liegt.

Aufgabe 7.

Zu zeigen ist daB der Raum X = (C,([0,1]), || - [ z1) ist nicht vollsténdig.

Dazu betrachtet man die Funktionenfolge f,(z) = (z + 1/n)~2 und man verifiziert
folgende drei Punkte:

1) f, konvergiert auf [¢, 1] gleichmiiBig gegen f(z) =z~ /2, fiir alle ¢ € (0,1).

Unter Anwendung des Mittelwertsatzes gilt:

Ifu — fIl = sup }gj+1/n) 1/2_3:—1/2‘
x€[e,1]
1

, wobei ¢, € (z,x+ 1/n).
2”:{:6[61] ( / )

Es gilt daher:
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2) (f,) ist eine Cauchyfolge in X = (Cp([0,1]), ]| - [|21)-
Fiir n > m gilt:
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Es folgt daher dafl (f,,) eine Cauchyfolge in X ist.

3) Der L'-Grenzwert der Folge (f,) liegt nicht in X.

Angenommen es existiert eine Funktion f € Cy([0,1]) mit || f, — fllz10 — O fiir
n — oo. Dann gilt auch fiir alle € € (0,1) : || f, — f| 111y — O fiir n — oo.

Die gleichmiBige Kovergenz impliziert bekanntlich die L'-Konvergenz (s. Blattl,
Aufg.5). Wegen 1) gilt aber: f(z) = 272 auf [, 1] fiir alle ¢ € (0,1), daher gilt
f(z) = 72 auf (0,1]. Diese Funktion besitzt aber keine stetige Fortsetzung im Punkt
x =0, dalim, o f(x) = 400, also kann der L'-Grenzwert der Folge (f,,) nicht in Cy([0, 1])
liegen.

Aufgabe 8.

i) A={z e R"| |z| =1} CR™

Behauptung: A= {}

Zu zeigen ist: Vo € A, ¥r > 0, K,.(z) NR" \ A # {}.

Sei aw # £1 mit |1 — a| < r. Dann gilt: |ax| = |a| #1 = az € A.

Andererseits gilt: |1 —a| <r < |z —az| <r dh. ar € K,.(z). Die Behauptung ist
also bewiesen.

Behauptung: A = A

Sei |x| # 1, z.B. sei |z| < 1. Definiere r = (1—|z|)/2. Dann gilt: y € K,.(z) < |y—x| <
rely—z < (1—|z)/2 < ||+ |y — x| < (14 |x])/2. Wegen der Dreiecksungleichung:
ly| < |z| + |y — x| gilt also: |y| < (1 + |z|)/2 < 1, d.h. K,.(x) C R™\ A. Folglich gilt
d(x,A) >r >0, also x ¢ A. Fiir |#| > 1 beweist man eine analoge Aussage. Daher folgt
daB A = {x : d(x, A) = 0} = A.

Aus den bisherigen Uberlegungen folgt dal 0A = A\ ;1: A. Die Menge A ist abge-
schlossen, nicht offen, und auch nicht dicht in R".

ii) B={z e R"| |z| <1} CR™

Behauptung: 53: B

Sei x € B < |z| < 1. Wie in i) kann man r = (1 — |z|)/2 definieren und zeigen daf
K,(z) C B.

Behauptung: B = {z € R"| |z| < 1}

Falls |x| < 1 gilt x € B = d(x,B) = 0.

Falls |z| = 1, gilt wie in i), fiir alle r > 0, da} K,(z) N B # {}. Es gilt also auch
d(x,B) =0.

Falls || > 1 kann man analog zu i) ein r > 0 finden, mit d(x, B) > r >0, d.h. z € B.

Die Behauptung ist also bewiesen.

Aus den bisherigen Uberlegungen folgt da 0B = B\ B= {z € R"| |z| = 1}. Die
Menge B ist also offen, nicht abgeschlossen und auch nicht dicht in R™.

iii) C' = {zx € Q" |z| =1} C Q™

Behauptung: C= {}.

Zu zeigen ist: Vo € C,Vr > 0 (reell!), K,.(z) N Q™ \ C # {}.

Wie in i) kann man o € Q finden mit ax € K, (z) N Q" \ C, so dafl die Behauptung
bewiesen ist.

Behauptung: C = C

Der Beweis verlduft analog zu i).

Es folgt auch da8 9C = C\ Co’: C. Die Menge (' ist abgeschlossen in Q", ist nicht
offen und auch nicht dicht.

Mit shnlichen Uberlegungen wie bei i)-iii) und unter der Benutzung der Dichtheit von
Q in R kann man folgendes beweisen:

iv) D={ze€Q"||z| <1} c Q™ D={z € Q"||z| <1};D=D;0D =C.



V) E={z € Q" |z| =1} CR" E={},E = A;0E = A.

Bemerkung: In diesem Fall muf§ man die Sphére ohne den Punkt (0,0,...,1) durch
die stereographische Projektion auf R™ abbilden. Fiir n = 2 Sei (1, 73) mit Y 2? = 1.
Dann ist die Abbildung 7 : S — R\ {(0,1)}, 7(z1,22) = 2z1/(1 — x3) stetig und
stellt eine Bijektion zwischen der Menge F und Q dar. Im allgemeinen definiert man die
stereographische Projektion eines Punktes auf der Spére als der Schnitt der Gerade der
den Punkt mit den “Nordpol” verbindet mit der Ebene die im “Siidpol” tangent an der
Sphére ist. Die Eigenschaften dieser Abbildung, zusammen mit der Dichtheit von Q in R
impliziert daf§ der Abschlusf8 der Menge E genau die Einheitsspéare in R™ ist.

vi) F={z €Q"| 2] <1} CR™ F={};F = AUB;0F = AU B.

vii) G = {f € Gy ([0, I fllcz oy < 1} € Cu([0,1]).

Behauptunyg: G= {}

Es muf} gezeigt werden, daf fiir alle f € G und fiir alle r > 0, K,.(f)NCy([0, 1))\G # {},
d.h. daB es ein g € Cy([0,1]) \ G gibt, mit ||f — g|lc, < 7. Definiere g : [0,1] — R
durch g(z) = f(z) + rlo —1/2|. Es gilt: g € Cy([0,1]) \ C;([0,1]) und |[f — gllc, =
supzepo)| f(r) — g(x)| = rsup,epq |r — 1/2[ = r/2 < r. Die Funktion g erfiillt daher die

gewiinschten Voraussetzungen.
Behauptung: G = L :={f € Gy([0, 1]|[f(z) = f(y)| < |z —yl, Va,y € [0,1]}.

Beweis
Se?f € G C Gy([0,1]). Es folgt daB fiir alle n € N ein f,, in G existiert, mit || f — f,| <
Unléerechne fir z,y € [0, 1]:
[f(@) = fy)l < 1f(@) = ful@)] + [ fal2) = fuly)] + 1 fuly) = ()]
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da f, € G, daher ||f]]| < 1.

Die Ungleichung gilt fiir alle n, also ist |f(z) — f(y)| < | —y|, Va,y € [0,1]}, d.h.
feL.

" DII

Zu zeigen ist: Vf € L,VYe > 0,3g, € G mit ||f — g,|| < €. Dazu approximiere f
zunéchst mit stiickweise linearen Funktionen auf den Intervallen [k/n, k + 1/n]:

Sei

k k k k
fule) = [ FCEED < i) @ =By 4 )
fir z € [k/n,k+1/n], k=0,1,....,n— 1.
Es gilt: L " L "
1 1
Fa) = () und fu(Fm) = f(),

d.h. die lineare Approximation f, stimmt in den Punkten k/n mit f iiberein.



Berechne

[fo=fIl = sup [fulx) = f(2)| = sup |fu(z) = f(2)]

z€[0,1] k=0,...,n—1
e[%,kzl]
k+1 k k k
= s | () = )| - )+ ) - f)
k=0,...,n—1 n n
ee[k Bl )
k+1 k
N [ B [ PO RN
k=0,...,n—1 L n ] k=0,...,n—1
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Es gilt aber f € L, d.h. |f(%) — f(§)|, |f(%) — f(z)] < %, daher:

1

1 2
o= fll<n-—-—+
n n

1
— =— — 0 firn — oo.
n o n
Die Funktionen f, liegen nicht in G, da sie in den Punkten k/n nicht differenzierbar
sind. Es gilt jedoch:

k k k+1 k+1
und f, ist monoton auf [£, B es folgt also || f,| < || f]| <1

Weiterhin gilt fir z # k/n, k = 0,....,n — 1: |fi(z)] = [n(f(EL) — f(£))] < 1, da
felL.

Um die gewiinschte Approximation durch glatte Funktionen g, € G von f zu erhal-
ten, “rundet” man die “Ecken” der Funktionen f, an den Stellen k/n durch tangente
kubische Parabelbégen ab, die z.B. in den Punkten k/n — 1/n* und k/n + 1/n? mit f,
iibereinstimmen. Diese Konstruktion fiihrt dabei nicht zu einer Zunahme der Maximums-
norm von g, und g, beziiglich der Funktion f,, und approximiert die Funktionen f,, mit
der Ordnung 1/n?, also auch f mit der Ordnung 1/n. Die Funktion g, erfiillt also die
gewiinschte Eigenschaft, daf g, € G und ||f — g,|| < € fiir n geniigend grof§ . Die vier
Koeffizienten der kubischen Polynome ergeben sich aus einem Gleichungssystem vierter
Ordnung, daB aus dem Ubereinstimmen der Funktionen g, und f, zusammen mit de-
ren Ableitungen in den Punkten k/n — 1/n* und k/n + 1/n? hervorgeht. Dieser Teil
der Aufgabe wird auf dieser intuitiven Ebene gelost, die exakten Kalkulationen fiir die
Konstruktion der Funktionen g, werden hier nicht weitergefiihrt.

Aufgabe 9.

A. Seien {A;};cr offene Mengen und sei A = U, A;.

Sei v € A< Ji € I mit x € A;. A; ist offen, daher existiert ein r > 0 mit K,(x) C
A; C A. Es folgt dann dal auch A eine offene Menge ist.

B. Seien {B;};c; abgeschlossene Mengen und sei B = N;e;B;.

Es folgt dafl die Komplemente Bf offen sind, und laut A. ist deren Vereinigung
Uier B = B¢ auch offen. Daher ist B abgeschlossen.



