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Aufgabe 29:

1. Zeige, dafl der Satz iiber inverse Funktionen auf p in jedem Punkt (gg)
anwendbar ist:
Es gilt: (0,00) x R C R? offen ( zunichst in der Max-Norm, also auch
in jeder Norm).

p ist eine C'*°-Funktion, da die einzelnen Abbildungen r + 7 cos#f,
r—rsind, 0 — rcosf, 0 — rsinf C*°, und alle partiellen Ableitungen
von p; und py von dieser Art sind.

Sei (i) € (0,00) x R.

(o ro\  [costy —rgsinby
p <00> o Dp(90> o (sin@o 7o cos B )
ist — nach LINA — genau dann invertierbar, wenn die Determinante
ungleich 0 ist. Also

det (Dp (go)) = rgcos® 0y + rosin Gy =1y # 0
0

= Behauptung.

2. Berechne die Ableitung der Umkehrfunktion von p|(0’oo)x(_7r,7r) in einem
Punkt aus R?\ {z1e;|z; < 0}:
Voriiberlegung: p|( oo)x(—rr : (0,00) x (=7, 7) — R*\{z1e1]z; <0}
ist bijektiv mit Umkehrabbildung g. Sei y € R?*\ {ze;]|z; < 0}. Dann
existiert nach 1. ein offenes U C (0,00) x (=7, 7), so daf y € p(U) und
plu ein Diffeomorphismus ist. Sei (p|y)~" die entsprechende Umkehr-
abbildung.

-1

-1
= (29|U) = g|p(U) OP\U ° (P|U) = g\p(U),

also ist gl,w) € C*(p(U),U), woraus folgt, dal g in jedem Punkt
aus R?\ {ze;|r; < 0} beliebig oft differenzierbar ist. Also existiert
tatséchlich Dg(y).

Nach Aufgabe 27 gilt: Dg(y) = (Dp(g(y)))”" Vy € RA{z1ei]z; < 0}.



Dies liefert:

_ (cos(g2(y)) —ag1(y) sin(ga(y))
Daly) = (Sin(gz(y)) 91(y) COS(gz(y)))
_ 1 ( 91(y) cos(ga(y)) a1y )Sm(gz(y)))
det Dp(g(y)) \ —sin(g2(y)) cos(g2(v))
Nun ist det (Dp(g(y))) = ¢1(y), und es gilt
Y1 . 91(y) cos(g2(v)) .
(1n) =rest= (00 o) )
d.h. 1
_ Y1 Y2
Daly) = 91 (y) <_gffy> gf/<1y>)

Es reicht also, g1(y) zu berechnen. Aus (x) folgt: v? + y5 = ¢2(y), also
ly|. Somit erhélt man

woow
Dg(y)={ M, W |

lyl2  |yl?

9(y) =

Aufgabe 30:
1. f, g sind harmonisch:

O f(z) =2z und 010, f(z) = 2
Oof (x) = =29 und 0o f () = =2 3 = Af(x)=2-2=0

alg(x) = T3
829(1’) = T1T3 "N B '
039(r) = T129 = 0;0i9(x) =0 Vi
Oig(x) =0 Vi>4
= Ag(z) =0
2. Zeige, dab fir 1 : R\ {0} > R, I(x) = h(Ja]), mit h € C((0,00)),

gilt:
[ harmonisch < h® (r) + =Lp/(r) = 0, Vr > 0.
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Definiere r : R™\ {0} — R durch r(z) := |z| = /22 + --- + 22. Dann
ist Oir(r) = ;¢ = 1 Dies liefert

Oil(z) = Oh or(x) = h'(r(x))or(x)

> 201(x) = W'(r(2)(@ur(x))
= W(al)gi + (1
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Man erhalt also

Vi i_ o
Alz) = K'(|z) Z‘ B W;(m |a:y3)

— (Ja) +h'<rx\>|7|1
Also gilt Al(z) = h"(|x]) + h’(|x|) =0 Vax#0.
@h()+h’() 0 Vr > 0.

Aufgabe 31:

Ohf(x) =g (x1—xe)+ M (x1+22) = 0101 f(x) =g"(x1—x9)+Nh"(x1+22)
02f(x) = —gI(QZl — .TQ) + h/<$1 + Q?Q) = 8282f(:6) = 8181f(a:)
= 8181f(9c) — 8282]‘(90) =0 Vze R2

Aufgabe 32:

1. f ist auf D ein lokaler Diffeomorphismus:
D ist in R? offen. Desweiteren gilt:

1 1 1
Df(x) = (xg—i-xg T + X3 acl—i-xz)

ToT3 13 T1T9

1 1 1
= detDf(z) = det (O T, — To T, — T3 )
0 (1’1 — IQ)LUg (Il — ZL’3>Z‘2
(z1 — 22)(21 — 23) (72 — 73)

0

I



Nach dem Satz iiber inverse Abbildungen ist f also in jedem Punkt
von D ein lokaler Diffeomorphismus, sogar ein C'*°-Diffeomorphismus.

Definiere nun D := {r €D|xy <z9 <w3}und f:: flp-
2. f:D — f(D) ist bijektiv:
Sei y € f(D). Ist z € D ein Urbild von y, so gilt
Y1 = T1+ X2+ T3
Yo = T1%2+ ToT3 + X321

Y3 = T1T273

= a1y = 25 (T2 + 23) + 12273 = 27 (Y1 — 1) + Y3
= :c“i’ — yle + yox1 —y3 = 0.

Ebenso erhalt man
T3 — 125+ Yox2 — Y3 = 0

x5 — hTs + Yoz — y3 = 0

Das bedeutet, x1, 79, 3 sind Nullstellen des Polynoms 2% —y; 2% +yox —
Y3, also sind x1, x9, x5 eindeutig bis auf Permutation der Indizes. Nun
legt die Bedingung z; < x5 < x3 eine Indexreihenfolge eindeutig fest.

Also ist z in D eindeutig bestimmt und somit ]7 injektiv. Dies liefert
die Behauptung.

3. f: D — f(D) Diffeomorphismus: N
D offen in R?. Wie in 1. gilt, daf f ein lokaler Diffeomorphismus ist.

Wie in Aufgabe 29, Punkt 2, folgt aus der lokalen Diffeomorphie, sowie
der Bijektivitdt von f die Diffeomorphie von f.

Bemerkung: Ebenso kann die Diffeomorphie von f fiir jede andere Reihen-
folge z(1) < Tr(2) < Tx(3), ™ Permutation, gezeigt werden.



