Musterlosung zu Blatt 8
Aufgabe 33:

a) Sei F': R" x R™ — R' bilinear.
Beh.: In jedem Punkt (z,y) € R" x R™ ist F total differenzierbar mit
Ableitung
F'(z,y): R" x R™ — R
F'(z,y)(h) = F(x,hy) + F(hy,y) fiit h = (hy, he) € R" x R™
Bew.: Es gilt aufgrund der Bilinearitat von F"

F((z,y) + (hi,he)) = F(z,y+ ha) + F(hy,y + he)
= F(x,y) + F(z,he) + F(h1,y) + F(h1, hs)
~ ~~ ——

/

—F/(z,9)(h) —:p(h)

Nun gilt fiir die so definierte Abbildung F’(z,y) € L(R" x R™, R!), da
F eine bilineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Rdumen ist
und somit in jeder Komponente linear und stetig ist und die Summe
zweier linearer und stetiger Abbildungen auch wieder linear und stetig
ist.

AuBlerdem ist F' stetig, denn es gilt: Die Abbildung

L:R"— LR™RY, z+— F(z,)

ist eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Rdumen und
somit gilt:

I L(@) || g vty < Ll £, 1rem iy |2
Also folgt

|F(z,y)]

|L(2) ()] < |L(2) || Lorm riy Y]
< L] p@n, Lwm miy 2] |Y]
< c(jz]*+y?)

mit ¢ := 5| L|| pgn, pgm rry) aufgrund von 2|z|ly| < |z|* + |y[* (nach der
2. binomischen Formel).
Fiir die oben definierte Abbildung p gilt daher folgende Abschétzung:

p(h)| = |F(hy, ho)| < c(|hal” + [hal*)
Insgesamt folgt nun: |p(h)| = o(|h]), also gilt die Behauptung.

1



b) Im Folgenden wird zur Vereinfachung der Notation der Raum der n x
n Matrizen mit dem R™ identifiziert. Dabei sind die verschiedenen

Operationen entsprechend zu verstehen.
Beh.1: Die Funktion

f:R” xR” - R", f(A,B)=AB
ist total differenzierbar und die totale Ableitung ist gegeben durch
f(A,B): R” xR” - R
f'(A,B)(H) = AH, + H,B fiir H = (Hy, Hy)

Bew.: f ist bilinear und somit folgt die Behauptung aus Teil a).

Beh.2: Die Funktion
g: R = R™, g(A) = f(4,A)
ist total differenzierbar mit Ableitung
¢(A): R - R™, ¢(A)(H) = AH + HA fiir H € R”
Bew.: Es gilt (mit den Bezeichnungen von oben)

g(A+H) = f(A+H A+ H) = f(A A)+ ['(A, A)(H, H) + p(H, H)
= 9(A) + g (A)(H) + o(H)
mit o(H) := p(H, H). Die gewiinschten Eigenschaften folgen aus Teil

a).

Man kann die Argumentation von Beispiel 31.8 wie folgt komplettieren:
Die Ableitung der Funktion

Inv: GL(n) — R™, Inv(A) = A~
ist gegeben durch
Inv'(A)(H) = —A"HA™" fiir H e R

Dies wurde in der Vorlesung bereits mit Hilfe der Neumannschen Reihe
gezeigt und kann nun nochmal mit dem Satz iiber implizite Funktionen
bewiesen werden:



Als erstes ist zu bemerken, dass GL(n) C R™ offen ist (siehe Vorle-
sung). Definiere die Hilfsfunktion

h: GL(n) x GL(n) — R", h(A,B) = AB — E,

Zu A € GL(n) ist nun B = A™! die eindeutige Lésung von h(
also ist Inv die (globale) Auflésungsfunktion der Gleichung h(
nach B.

Aus Teil b) folgt, dass h total differenzierbar (und auch h € C'(GL(n) x
GL(n),R™)) ist mit den linearen Abbildungen

N

w3
TRl
oo

Oah(A, B)(H) = HB sowie 0gh(A,B)(H) = AH

als Ableitungen nach A bzw. B. AuBerdem ist dgh(A, A~!) invertierbar
(H — A'H ist die inverse Abbildung). Nach dem Satz iiber implizite
Funktionen gilt fiir die Ableitung der Auflésungsfunktion damit:

Inv'(A)(H) = —(0ph(A, A1) 0 d4h(A, A" (H) = —A" HA™

(Skalarprodukt): Fiir z,y € R™ sei

(w,y) =)z
i=1
Beh.: Die Abbildung
S:R"xR" =R, S(z,y) = (z,y)
ist total differenzierbar mit Ableitung im Punkt (x,y):
S'(z,y): R”" xR" - R

S'(x,y)(h) = (x, k) + (K y) wobei h = (hV, AT € R* x R"

Bew.: S ist bilinear, somit folgt die Behauptung aus Teil a).

(Kreuzprodukt): Fiiv x = (z1, 72, 23)",y = (y1,92,y3)T € R? sei
L2Y3 — T3Y2
TXY:=| T3y — T1Ys

T1Y2 — T2l

Beh.1: Die Abbildung

K:R xR =R, K(z,y) =2 xy
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ist total differenzierbar mit Ableitung im Punkt (x,y):

K'(z,y): R*xR* - R
K'(z,y)(h) = 2 x h® + bV x y wobei h = (hV, h?)) € R® x R
Bew.: K ist bilinear und somit folgt die Behauptung aus Teil a).

Beh.2: Fiir z,y € R? gelten die Rechenregeln:

TXY=—-YyXuz, (xxy,x>=0, (xxy,y>=0

Bew.:
Es gilt
T2lY3z — T3Y2
rXy = T3Y1 — T1Y3
T1Y2 — T2l
—(xsyz - I2y3) Y23 — Y32
= —(95193 - $3y1) = - YsT1 — Y123
— (291 — 7192) Y1T2 — Y21
= —yXxXzx
sowie
(x X y,x) = Toys®1 — T3Ya®1 + T3Y1T2 — T1Y3To + T1YaTs — TaY1 L3

=0
Daraus folgt auch

(xxy,y)=—(yxz,y =0

Aufgabe 34:

Beh.: In der Nihe von (0,0) kann die Gleichung
cos(xy) + 22 =2y —1=0

nach y aufgelost werden. Fiir die Auflésungsfunktion ¢ gilt ¢’(0) = 0 und
§(0) = 1.



Bew.:
Definiere f(z,y) = cos(zy) + 2% — 2y — 1. Es gilt f € C}(R?), f(0,0) = 0 und

Dyf(l',y) = —ZL’SiH(;Cy)—Q = Dyf(0,0) = _27&0

Fiir kleine |z| gibt es nach dem Satz tiber implizite Funktionen eine Auflosungs-
funktion g, fiir welche man

g(x) sin(zg(x)) — 2z
zsin(xg(x)) + 2

g'(z) =—

und wegen ¢(0) = 0 somit ¢’(0) = 0 berechnet. Auflerdem ist

 ¢'(z)sin(zg(z)) + g() cos(zg(x))(g(x) + zg'(z)) — 2
xsin(zg(zr)) + 2
| (g(@) sin(zg(z)) — 2)(sin(zg(z)) + x cos(zg(2))(9(x) + 24'(x)))
(xsin(zg(z)) + 2)?

9"(x) =

Also gilt ¢"(0) = 1.

Aufgabe 35:

1. Die Menge
M, = {z € R*|z; = 0 oder x5 = 0}

ist keine Mannigfaltigkeit, denn:

Wire M, € 9ﬁ’;(2), so giabe es zu (0,0) € M; eine bzgl. M; offe-
ne Umgebung VM eine offene Menge U C RP und eine Abbildung
Y € CHU,R?) (mit tk Dyp(u) = p auf U), so dass ¢ : U — VM
eine Homoomorphie ist. Man kann oBdA annehmen, dass U C R? zu-
sammenhéngend ist (durch evtl. Verkleinerung der Umgebungen). Also
miisste VM1 \ {(0,0)} fiir p = 1 aus zwei Wegzusammenhangskompo-
nenten bestehen und fiir p > 2 wegzusammenhéngend sein, was beides
nicht der Fall ist, da VM \ {(0,0)} aus vier Wegzusammenhangskom-
ponenten besteht.

2. Die Menge
1
Mgz{x€R3|§x§+x§+x§:1}
ist eine Mannigfaltigkeit, genauer:

M, € M°(3)

b}



denn:

Definiere f(zy, 22, 23) = 327 + 23 + 25 — 1. Es ist f € C>°(R3,R) und

My = {z € R*| f(z) = 0}

AuBerdem gilt fiir jedes * € My: tk D f(z) = rk(xy, 224, 323) = 1, da
x #0.

Der Tangentialraum in g € My ist gegeben durch

Ty(Ms) = N(f'(q)) = {x = (x1,22,23)" € R’ | 12142025+ 3¢525 = 0}

. Fiir die Menge

Ms={x ¢ R*|3y € R? : 21 = sin(y192), 2 = 2y1+cos(y1), x3 = yo—e¥" }

gilt
Ms € M (3)

denn:

Definiere ¢ : R? — R? durch

(Y1, y2) = (sin(y1y2), 251 + cos(y1), y2 — )"

Damit ist M3 = ¢(R?). Es gilt ¢ € C*°(R? R?) mit

y2cos(y1y2) 1 cos(y1y2)

Dy(y1,y2) = | 2 —sin(y1) 0
_eyl 1

und sowie rk D (yy, y2) = 2 fiir alle (y;,42) € R% Es ist
¥ R — M;

eine Hombomorphie:

Die Funktion n : R — R : n(t) = 2t + cos(t) ist bijektiv mit stetiger
Umkehrfunktion, da 7/(t) = 2 — sin(t) > 0 erfiillt ist und n(t) — oo
fiir t — oo gilt (sieche Anal). Daher ist

¢ Mz — R2> ¢($1,$27$3) = (77_1(%)@:% + @nil(m))T

eine stetige Umkehrabbildung von ¢ : R? — M3, also folgt die Behaup-
tung.
Der Tangentialraum im Punkt ¢ = v (a) ist

Qo COS(CLlag) aq COS(CLlag)
T,(M3) = 9/ (a)(R?) = span 2 —sin(a1) |, 0
_6al 1



4. Sei A eine m x n Matrix vom Rang 0 < p <n
Die Mengen
M4 = N(A) und M5 = R(A)

sind Mannigfaltigkeiten, genauer:
My € M (n) und My € M (m)
Auflerdem gilt fiir die Tangentialrdume:
T,(My) = M, fiir alle ¢ € M,y

und
Tq<M5) = M5 fir alle qc M5

Zeige dazu: Fiir jeden k-dimensionalen Teilraum V des R! (wobei 0 <
k<) gilt
Vemr(l)

und
T,(V)=V firalleqe V

Sei (vy, ..., vx) eine Basis von V. Ergénze diese zu einer Basis (vq, . . ., Ug, Vg 41, - - - U})
des R! und bezeichne mit V' die [ x | Matrix V = (vy, -+ ,v;). Definiere

d: R - R, &(x)=V "'z

Offenbar ist ® ein C*°-Diffeomorphismus und

@(V):Rk:{<g> uER’“}

Also ist nach Definition V' € 97°(1).
Fiir den Tangentialraum in ¢ € V' gilt nach Definition des Tangential-
kegels natiirlich 7,(V') = V. Man kann dies auch so ausrechnen:

T,(V) = (9'(¢) " (Ry)
u € Rk}

U

— {(Ul “ e ka Uk‘-i—l “ e /Ul)(o)
= span{vy, -+, =V

Die obigen Aussagen fiir die Untervektorraume M, und M5 folgen nun

hieraus aufgrund von

dim M5 = p
und der Dimensionsformel:

dimMy=n—p



