Musterlésung zu Blatt 9

Aufgabe 36.

v:R* =R v(x)=2x
Man bemerkt sofort daB fiir g : R — R, g(z) = 3|z|? gilt: grad g = v, also ist g ein
Potential fiir v.

ii)v:R2—>R2,v(3§):< . )
1

. 0
Es gilt: Dv(a) = 0 —1

Menge z.B. beziiglich (0,0), daher besitzt das Vektorfeld v ein Potential. Fiir ¢t € [0, 1]
und z € R? definiert v(t) = (tx1, txs) ein Weg zwischen den Punkten 0 und z, daher kann
man ein Potential konstruieren durch:

welche eine symmetrische Matrix ist, R? ist eine sternformige

o(z) = /0<v(7(t)),7(t)>dt:/0 (1 (t21, t29) - 21 + va(tz, £23) - T2)

1
= / (ta} — ta3)dt = = (27 — 23) .
0

DN | —

iii) v : R2 — R, v(z) = ( cos(z2)e” )

sin(zy)e™

cos(ag)e™ —sin(ay)e™
sin(ag)e™  cosage™
metrisch. Daher sind die Integrabilitdtsbedingungen nicht erfiillt (das Vektorfeld ist nicht
wirbelfrei), also besitzt v kein Potential.

Die Funktionalmatrix ist Dv(a) = ( , also i.A. nicht sym-

: . T2 2 _( z2/|zf
iv) v: R*\ (—00,0] — R? v(z) = 7 /|22

Es gilt: dyvi(a) = (a3 — a3)/|al* und dyva(a) = (—a? + a)/|a|* = —Oqvi(a) # Oqv1(a)
fir a € R? \ (—o0,0]. Die Integrabilititsbedingungen sind nicht erfiillt, daher besitzt v
kein Potential.

—a/|z|”
/|l

In diesem Fall gilt: dyvy(a) = (—a?+a3)/|al* und dyvs(a) = (—a? +a3)/|a|* = dav;(a)
fir a € R?*\ (—o0,0]. Die Integrabilitéitsbedingungen sind in diesem Fall erfiillt und
die Menge R? \ (—o0,0] ist sternférmig beziiglich dem Punkt (1,0), daher besitzt v ein
Potential.

Diesen kann man angeben, indem man iiber einen geeigneten Weg zwischen (1,0)
und = = (x1,z7) integriert. Die Form des Vektorfeldes v fiihrt auf natiirliche Weise zur
Verwendung von Polarkoordinaten und zur Konstruktion der Wege als Kreissegmente.
Konstruiere zuniichst ein Weg zwischen (1,0) und (|z[,0) durch v : [0,1] — R? 3,(¢) =
(14 t(Jz| — 1),0). Es gilt dann:

v) v:R%\ (—o0,0] — R? v(x) =

1 1
[ twln®) i @nde = [ -(al = 1)+ walon() -0 dt =0
0 0
Fir z € A = R?\ (—00,0] gilt Arg(z) € (—m, 7). Definiere nun einen Weg zwischen
(|z|,0) und (x1,29) durch: v, : [0, Arg(x)] — R? ~,(0) = (|z|cosb,|z|sind). Wegen
|Arg(x)| < m gilt dann 7, (0) € A, fiir alle € [0, Arg(x)]. Ein Potential ff v ergibt sich
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durch g(z) = fm vdt + f% vdf. Da die Integration iiber den Weg ~; zwischen (1,0) und
(|z],0) Null ergibt, kann man somit ein Potential fiir v nur durch Integration auf dem
Weg ~, konstruieren:

Arg(x) '
ole) = [ 065 @)
Arg(x)
= / <v1(|x| cost, |x|sinf) - (—|z|sin ) + va(|x| cos b, |x| sin ) - |x| cos 9>d9
0

Arg(x) in@ 0
= / <_|ZE|SID . (—|x|31n6)—}— |J}|COS ’%‘COSH) do
0

jz[? E

Arg(z) Arg(z)
= / (sin? @ + cos? 0)dh = / 1d0 = Arg(z) = Arg(x; + ixs).
0 0

Aufgabe 37.

b) Zu zeigen ist: (9;f)(tx) = t*71(0;f)(z) fiir alle i = 1,2,...,n.

Wegen der Homogenititseigenschaft von f gilt fir y = tz: f(y) = ¢t°f(y/t). Wenn
man diese Identitdt unter Benutzung der Kettenregel partiell nach der i-ten Koordinate
ableitet, erhdlt man:

s Yyl _ o y
(0:f)(y) =t (az‘f)(;);:t l(az‘f)(;)
Da y = tx gilt, erhdlt man die gewiinschte Aussage.

a) 1.Variante

Wenn man die Identitit f(tx) = t°f(x) nach t ableitet, erhélt man: (grad f(tx),z) =
st5~! f(x). Wenn man nun ¢t = 1 setzt, erhélt man < grad f(z),z) >= sf(z).

2. Variante

Unter Benutzung des Resultats aus b) erhélt man:

fwod 0)r) = [ (e s(@)onie = [ lgrad 50 ), g
_ /12t8-1<grad f(%),@dt:/j —t*+!(grad f(%),—t%mt
= /1 2 —t"* g, (t)dt,
mit g, : [1,2] — R, g(t) = f(x/t). Nach partieller Integration gilt weiterhin:
(grad f(z),2) = —tngm(t)ﬁ—l—/l?(S-i—1)tsgm(t)dt
o A C RN R RO

= 2@+ f@)+ [ s+ D@
— sf),

wobei die Homogenitédt von f beriicksichtigt wurde. Die gewiinschte Identitat ist somit
bewiesen.

Aufgabe 38.



Es gilt:
Fltx) =" ai; - (ta) - (tay) = 2> agww; = 1 f ()
i,j=1 i,j=1
Daher ist die Funktion f homogen von Grad 2.
Weiterhin gilt fiir alle i = 1,2,...,n:

(Df()); = 2auz; + Y (ay+az)e; =Y (ay + az)z;
j=Lji i=1
Falls der Wert 1 nicht angenommen wird, ist nichts zu zeigen. Sonst ist 1 regulérer
Wert von f genau dann, wenn rk D f(x) = 1 fiir alle x € Ny(f), d.h. wenn es mindestens
ein ¢ gibt, mit (D f(z)); # 0.
Angenommen dies wiirde nicht gelten, d.h. Df(z) = grad f(z) = 0 € R" fiir ein
x € Ni(f). Unter Verwendung von Aufgabe 37 gilt dann:

0= (grad f(z),z) = 2f(z) = 2

was natiirlich ein Widerspruch ist.
Daher gilt: Ni(f) ist eine (n — 1)-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit. Der Tangenti-
alraum ist gegeben durch:

T.(Ni(f)) = N(f'(z)) ={y €R": Df(z) -y =0}

= {yeR": Z (Z(Gi]’ + aji)%’) y; = 0}.

i=1 \j=1

Aufgabe 39.

Nach den Voraussetzungen gilt:

T+ cC
T2 + hQ(I1>

flz)=2+g(x) = xj+hj(I1‘7...,xj—1)

Tn + hn(ﬂfb N ,ZL‘n_l)

mit h; € C*(D;,R), wobei D; = m;_1 D die Projektion der Menge D C R™ auf den ersten
j — 1 Koordinaten ist.

Zeige zunéchst die Injektivitdt von f. Falls f(xz) = f(2'), folgt wegen der Form
der ersten Komponente von f sofort 1 = 2. Die Gleicheit der zweiten Komponenten
impliziert daher: xo + ha(z1) = o4 + ho(2)) = 24 + ho(x1) also ist auch x5 = . Durch
sukkesives Einsetzen der bereits bewiesenen Gleichheiten x; = 2 fiir ¢ < j erhédlt man
daher: zj+ hj(wy,...,z51) = 2f+hj(21,. .., 25-1), also gilt z; = 2, fiir alle j = 1,...,n.

Die Funktion f : D — f(D) ist also invertierbar. Die Funktionalmatrix ist gegeben
durch:

1 0 ... ... 0
ohy 10 .0
D@ =1\ o, ... ah 1. 0
by o Onihy 1



wobei 0;h; als 0;h;(x1,...,x;_1) verstanden ist, fir 1 <i < j.

Es gilt offensichtlich det D f(a) = 1 fiir alle a € D, also ist nach dem Satz iiber inverse
Funktionen die (globale) Inverse f~!: f(D) — D auch C'-differenzierbar. Laut Aufgabe
27, Blatt 6, ergibt sicht die Funktionalmatrix der inversen Abbildung als: Df~!(y) =
(Df(z))™ mit z = f~!(y).

Man kann sukkzesiv die Inverse fiir n = 2, 3, 4 ausrechnen, mit der Bemerkung daf fiir
die Inverse A1 der Matrix A, = Df(z) fiir f definiert auf R” folgende Eigenschaft gilt:

= (%) macm

Fiir n = 4 gilt also:

1 00 0
_ a 1 0 0
A=l 1
d e f 1
mit
a = —01hy(z)
b = —0O1hs(xy,23) + O1ha(xy) - Oohs(x1, x9)
¢ = —0ohg(w1,72)
d = —01hy(x1, 29, 23) + O1hs(x1, x3) - D3ha(xy1, T2, x3) + O1ho(x1) - Oohy(21, 2, 23) —
—O1ho(z1) - Oohsg(xq, x2) - O3hy(z1, X9, X3)
e —0Oohy(x1, o, x3) + Oohs(1, x2) - O3ha(x1, T2, T3)
f= —83h4($17$2,9€3)

Es 1a8t sich nun folgende Form der Eintrdge der Inversen herleiten: a;; = 0 fiir ¢ < j,
a; =1 und

CLZ']' = —8jhi -+ Z (—1)k+1 Z ajhll . (91th2 e 8lkh2
k=1

J<l << <i
fiir ¢ > j.
Da fiir die Funktionalmatrix D f(x) = (b;;) gilt:
@hz fir ¢ > ]
0 fiir ¢ < g,
148t sich nun tiberpriifen daf§ fir A = (a;;), B = (b;;) in der Tat A- B = E, gilt.
Fiir ¢ < j gilt wegen der Subdiagonalform der Matrizen A und B offensichtlich
Fiir 2 > j gilt:

n

(A-B)iy = ) an-by

=1

i—1 i—l—1
- Z( Ah; + Z )t Z Ay, -311h12""5lkhz‘> by
k=1

=1 I<lhi<---<lp<i

+1-0;h; + Z 0- by
l=i+1



Wegen der Form von by; gilt weiterhin:

7—1 7 i—l—1
(A-B)y = > 0+ (—8lhz-+ =Dy 8lhll-8llhl2----8lkhi> -1
=1 k=

=3 1 I<hh<-<lp<i

i—1 i—l—1
+ Z (—&hi + Z (—1)k+1 Z alhll : 8l1hl2 cee e 8lkhz) : @-hl + @jhz
k=1

I=j+1 1<l <<l <i
i—j—1 i—1
= —Oihi+ Y (=DM > Ohy Ok, O hi— Y Otk
k=1 j<ly <--<lp<i I=j+1
i—1 i—I-1
ST ST Oy By by - Oyhi + Biby,
I=j+1 k=1 1<l << <i

wobei die Summen die iiber eine leere Indexmenge summiert werden als 0 betrachtet
werden. Unter dieser Kovention gilt also auch:

i—1—1 i—j—1

(D > G Ohyy O b= > (DR YT Oy Oy, -+ O b

1 I<h<-<lp<i k=1 I<lhi<--<lp<i

b
Il

da man zwischen [ und ¢ nicht mehr als + — [ — 1 disjunkte Indizes auswéahlen kann, also
et !
D oh=ini Zl<ll<“'<lk<i = 0 ist.

Einige Terme mit engegengsetzten Vorzeichen heben sich weg, also fiir den Fall ¢ > j
gilt weiterhin:

i—j—1
(A-B)y = (DM > Oy Oy Ok
k=2 G<ly <<l <i
i—1 i—j—1
-+ (—1)k+1 Z Gjhl . 8lhl1 . 8]1h12 s 8lkhl
I=j+1 k=1 I<ly <-<lp<i
i—j—1

—_

= (_ )k—H Z 0jhll ' allh’l2 T alkhl

k=2 J<li <<l <i

i—1
-+ (—1)k+1 Z Z 8jhl . 8lhl1 . 8]1h12 s 8lkhz
l

k=1 =j 1<l <<ly<i
i—j—1
= Z (_1)k+1 Z 8jhl1 ’ 8llh12 e 8lkhl
k=2 j<li<--<lp<i
i—j—1
-+ (—1)k+1 Z 8jhl . 8th1 . allth SRR 8lkhl
k=1 j<i<ly <<y <i
i—j—1
k=2 j<li<-<lp<i
i—j—1
+ Z (_1)k Z ajhjl ) ajlhjé e ajk'hi
k=2 J << <i
i—j
+ YD DY Ok Ok 05k
k'=i—j JG <y <
= 04+0=0,
da Z,_i ;—; = 0 gilt, wobei man auch hier in der bekannten Weise argumentieren kann.
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Die Inverse der Funktionalmatrix in einem Punkt y = f(x) hat also die Eintrége:
a;; = 0 fiir 7 < j, a;; = 1 und

i—j—1

a;; =—0hi+ > (=DM N Oy, Oyhay e O b
k=

1 j<hi<-<lp<i

fiir i > j, wobei die partiellen Ableitungen der Funktionen h, in dem Punkt (z1,...,zs 1)
ausgewertet sind.

2. Methode Die Matrix A = Df(z) hat die Form E, + B, wobei B eine echte
Unterdiagonal-dreiecksmatrix ist. Es gilt B" = 0, d.h. B™ = 0 fir alle m > n, da-
herist A~ = (E,,+ B)"' = E,—B+B*—-.-+(=1)""'B"!. Da die Matrix B von den
partiellen Ableitungen von g abhéngt, ist diese Form auch eine mogliche Ausdrucksweise
der Inversen im Sinne der Forderungen der Aufgabe.



