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Aufgabe 21: fn, gn, hn : R → R seien definiert durch

fn(x) :=
x2n

1 + x2n
, gn(x) := e−nx2

, hn(x) :=

√
1

n
+ x2 für alle n ∈ N.

Untersuchen die Funktionenfolgen (fn), (gn), (hn) jeweils auf punktweise und gleichmäßige
Konvergenz.

Aufgabe 22: Definiere fn : R → R für alle n ∈ N durch fn(x) := x
1+nx2 .

a) Zeigen Sie, daß (fn) ⊆ C∞(R).

b) Zeigen Sie, daß (fn) gleichmäßig gegen eine Funktion f ∈ C∞(R) konvergiert.

c) Zeigen Sie, daß (f ′n) nicht gegen f ′ konvergiert.

Aufgabe 23 (∗): Es sei fn : [0, 1] → R definiert durch fn(x) := xn für alle n ∈ N.

a) f : [a, b] → R sei eine monoton wachsende Funktion. Zeigen Sie, daß für jede
Zerlegung Z des Intervalls [a, b] gilt: LZ(f) ≤ b− a + f(b)− f(a)

b) Zeigen Sie, daß für alle n ∈ N gilt: L(fn) ≤ 2

c) Zeigen Sie, daß lim
n→∞

L(fn) = 2 ist, indem Sie L(fn) nach unten durch die Länge des

Streckenzugs durch die Punkte (0, 0), ( 1
n√n

, 1
n
), (1, 1) abschätzen.

Aufgabe 24: Es seien I ⊂ R ein Intervall, (fn) ⊆ C(I) und f ∈ C(I). Für die Aussagen

(A) (fn) konvergiert gleichmäßig gegen f

(B) Für jede Folge (xn) ⊆ I und x ∈ I gilt: xn → x ⇒ fn(xn) → f(x)

zeige man (A) ⇒ (B), für kompakte Intervalle I auch die Umkehrung.

Aufgabe 25: Berechnen Sie die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen, und geben
sie jeweils die Menge aller x ∈ R an, für die die Reihe (absolut) konvergiert.

a)
∞∑

k=1

(x− 1)k

k · 7k
b)

∞∑
k=0

ek + e−k

2
xk c)

∞∑
k=0

2kx3k


