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8. Ubungsblatt
Lineare Algebra und analytische Geometrie 11

Abgabe: bis zum 12.06.02, 14:00 Uhr in den Késten im Mathefoyer.

AcCHTUNG: NEUFASSUNG VOM 13.6.02

Aufgabe 29:
a) Essei¢: R’ — R die quadratische Form mit

q(z1,. .. 25) = 2m9% 4 3% + 2047 — 201y + 20973 — 4aony — T4T5.

Berechnen Sie durch Angabe einer Darstellungsmatrix Mg (b) bzgl. der Stan-
dardbasis £ die zugehorige symmetrische Bilinearform b und bestimmen Sie eine
Orthogonalbasis von V (beziiglich b). Ist (R”,b) ein euklidischer Vektorraum?

b)*  Suchen Sie einen endlich dimensionalen K-Vektorraum V' und eine Bilinearform
b:V xV — K mit b(v,w) = b(w,v) fiir alle v,w € V, so dafl V' beziiglich b
keine Basis (vq,...,v,) mit b(v;,v;) = 0 fiir 1 < ¢ # j < n besitzt.

Tip: Die Generalvoraussetzung des Vorlesungsabschnitts iiber symmetrische
Bilinearformen schrankt die Suche stark ein.

Aufgabe 30:
Weisen Sie fiir & Vektoren vy, ..., v eines euklidischen oder unitdren Vektorraums
(V,{,)) nach:
for+. ool < floall + - flox]
und Gleichheit genau falls es ein v € V und nicht negative Zahlen Aq,..., \; mit

’UZ:)\ZU,Z:].,,]{Zglbt

Aufgabe 31:

a) Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und b: V' x V' — K eine Bilinearform
auf V. Sei D : V* — K eine Volumenfunktion auf V. Zeigen Sie: Es gibt eine
Zahl v € K, so daB fiir alle vy, ..., v, € V gilt:

b(vi,v1) ... b(v1,v,)

. : = 7'<D(U17"-7vn))2
b(vn,v1) ... b(vn,vp)

b) Sei (V,(, )) ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Man zeige, daf} es eine
sogenannte normierte Volumenfunktion Dy : V"™ — R mit

(vi,v1) ... (v1,0p)
: = ‘Do(vl,...,’l]n”

(Up,v1) ... (Up,0p)

gibt. Ist Dy eindeutig bestimmt?

(V,(,)) zusammen mit einer normierten Volumenfunktion Dy : V" — R nennt
man orientiert. Basen (vq,...,v,) von V mit Dy(vy,...,v,) > 0 nennt man
positiv orientiert.



Zeigen Sie fiir einen dreidimensionalen orientierten euklidischen Vektorraum
(V,(, ), Do): Zu jedem Paar u,v € V existiert genau ein Vektor b € V' mit

Do(u,v,w) = (b,w) fiir alle w € V

Symbolisch schreibt man u x v := b (Vektorprodukt oder Kreuzprodukt von u
und v).

d) Zeigen Sie in der Situation von c):
i) wuxvluv.
i) wuxv=—(vxu).
iii) w x v =0 < u,v linear abhéingig.
iv) Sind u, v linear unabhéngig, so ist (u,v,u X v) eine positiv orientierte Basis
fiir V.
V) lu ool = [P llul? — (u, )%
vi) Bestimmen Sie bzgl. einer positiv orientierten ONB (by, by, b3) die Koeffizi-
enten von u X v in Abhéngigkeit der Koeffizienten von wu, v.
Aufgabe 32:

Sei (V, (, )) ein euklidischer oder unitérer Vektorraum.

a)

Ist (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis fiir (V, (, )) (also V" endlich dimensional),
SO zeige man:

n

vo= Z(U,vi)vi.

i=1
Die (v,v;) heiflen Fourierkoeffizienten von v bzgl. der vorgegebenen Basis.
Sei (vq,...,v,) Orthonormalbasis eines Untervektorraums W von (V, (, )) und
v € V. Zeigen Sie, daf fiir alle w € W und den Vektor wg := i(v,vz)vi aus W
gilt: -
lo —wl = lv—woll.

Folgern Sie aus b) die Besselsche Ungleichung: Ist (v1, ..., v) ein Orthonormal-
system (nicht notwendig eine komplette Basis!) fiir (V, (, )), so gilt fir v € V

k
Dol < ol
i=1

Was folgt hieraus fiir die Fourierkoeffizientenfolge eines unendlichen Orthonor-
malsystems (v;), N7

Priasenzaufgabe P1:
Zeigen Sie mithilfe von Aufgabe 26, daf fiir zwei symmetrische Matrizen A, B € R™*"
die Ungleichung spur(AB)? < spur(A?)spur(B?) gilt.

Priasenzaufgabe P2:
Sei (V, (, )) ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum mit endlicher Dimension und
B eine ONB fiir (V, (, )). Sei ¢ € End(V'). Zeigen Sie:

selbstadjungiert symmetrisch bzw. hermitesch

@ ist ¢ orthogonal < Mg(yp) ist ¢ orthogonal

unitar unitar



