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Aufgabe 61: Es sei f ∈ C([a, b]) monoton wachsend und Z eine Zerlegung des Intervalls
[a, b]. Zeigen Sie, daß gilt:

S(f, Z)− s(f, Z) ≤ (f(b)− f(a)) ·∆(Z)

Versuchen Sie, für diese Situation den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
zu beweisen.

Aufgabe 62: Es seien Pn, Qn, pn und qn wie in Abschnitt 17 der Vorlesung definiert.

a) Die Ecken von Pn in der oberen Halbebene sind gegeben durch die Menge

An :=
{(

cos
(
k · π

3 · 2n

)
, sin

(
k · π

3 · 2n

)) ∣∣∣ k = 0, 1, . . . , 3 · 2n
}

.

Werden diese Ecken durch Strecken verbunden, so ergeben sich stückweise affine
Funktionen an : [−1, 1] → R. Zeigen Sie, daß gilt:∫ 1

−1

an(x) dx =
1

2
· pn

b) Die Ecken von Qn in der oberen Halbebene sind gegeben durch die Menge

Bn :=

{
1

hn

·
(
cos

(
k · π

3 · 2n

)
, sin

(
k · π

3 · 2n

)) ∣∣∣ k = 0, 1, . . . , 3 · 2n

}
.

Werden diese Ecken durch Strecken verbunden, so ergeben sich stückweise affine
Funktionen bn : [−1, 1] → R. Zeigen Sie, daß gilt:∫ 1

−1

bn(x) dx =
1

2
· qn

c) Zeigen Sie mit Hilfe der Teile a) und b), daß gilt:∫ 1

−1

√
1− x2 dx =

π

2

Aufgabe 63: Berechnen Sie den Mittelwert µ der Funktion f : x 7→ x(1 − x) über dem
Intervall [0, 1]. Für welche ξ ∈ [0, 1] gilt µ = f(ξ)?

Aufgabe 64: Bestimmen Sie Stammfunktionen der folgenden Funktionen über geeigneten
Intervallen.

a) x 7→
√

3x + 5 b) x 7→ x

(x2 + 1)2
c) x 7→ x2 cos x

Aufgabe 65: Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen.

a) f : x 7→
∫ x

1

x

1 + sin2 t
dt b) g : x 7→

∫ x3

1

x

1 + sin2 t
dt


