Musterl6sung zu Blatt 2 (Topologie I, SS 03)

5 i) d; ist Metrik:
Fiir beliebige z,y, z € X gilt:

B R
& d(z,y) =0
& T=y
B d(m,y) o d(wa) —
(M) di(w,y) = L+dz,y) 1+dyz) Bl 2)
(M3) di(z,y) +di(y,2) = 1i(cxl£xy,>y) ljl—(z&?ja)z)
N d(aj’y) d(y,z)

L+d(z,y) +d(y,2)  1+d(y,z) +d(z,y)
1+d(z,y)+d(y,z) —1
1+ d(z,y) +d(y, 2)
1

b= 1+ d(z,y) +d(y, 2)

1
C1+d(z, 2)
d(zx, z)
1+d(z, 2)
= di(z,z2)

> 1

(Alternativ 148t sich die Ungleichung

d(z,y) + d(y, 2) - d(z, 2)
l+d(z,y)+d(y,z) — 1+d(z,2)

auch aus der Monotonie der reellen Funktion ¢ — %th folgern.)

ii) dy ist Metrik:

Fiir beliebige x,y, z € X gilt:

(M1> d2<xay) =0 < mln{lad('xay>} =0
< d(x,y)=0

& =Y

(Mz)  dy(,y) = min{1,d(z,y)} = min{1,d(y, )} = d(y, )



(M3)  dy(z,y) + do(y, 2) min{1,d(z,y)} + min{1,d(y, )}
min{1,d(z,y) + d(y, 2)}
min{1,d(z, 2)}

= dy(x,2)

ALY,

iii) dy und d erzeugen das gleiche System offener Mengen:

Um nachzuweisen, dafl eine Menge O C X bzgl. d genau dann offen ist, wenn Sie
bzgl. d; offen ist, geniigt es zu zeigen:

1) Ve e XVr >03s>0: By (x,s) C By(z,r)
2) Ve e XVr>03ds>0: By(z,s) C By, (z,7)

Denn ist O C X offen bzgl. d, so existiert zu jedem z € O einr > 0 mit By(x,r) C O
und daher wegen 1) auch ein s > 0, so dafl By, (x,s) C By(z,r) C O gilt, d.h. O ist
auch offen bzgl. d;. Entsprechend folgt mit 2), dafi O offen bzgl. d ist, wenn O offen
bzgl. d; ist.

zu 1):
Sind z € X und r > 0 beliebig gewihlt, so definiere s := ;1. Fiir jedes y € By, (z, s)
gilt dann:
d(z,y) r
_BBY) _ g < 5=
Trday ~ MY <=1

Aus der strikten Monotonie der reellen Funktion ¢ — ILH folgt d(z,y) < r, d.h. es
ist y € By(z, 7).

zu 2):

Wegen
d(z,y)
1+d(x,y)

gilt By(x,r) C Bg,(z,r) fiir beliebige x € X und r > 0 (wihle also s := r).

di(z,y) = < d(z,y) fiurallez,ye X

iv) d2 und d erzeugen das gleiche System offener Mengen:

Wegen
dy(z,y) = min{l,d(z,y)} < d(z,y) firallez,ye X

gilt By(z,7) C Bg,(z,7) fiir beliebige € X und r > 0.
Mit s := min{1, 7} gilt umgekehrt By, (x,s) C By(z,r).

Bemerkung: Auf den ersten Blick ist es iiberraschend, dal d; und ds jeweils das
gleiche System offener Mengen erzeugen wie d, da d; und dy beschriankt sind (somit
z.B. By, (z,1) = X), d jedoch im allgemeinen nicht. Insbesondere sind d; und d
bzw. dy und d nicht dquivalent, d.h. es existieren keine Konstanten «, 5 > 0, so dafl
ady(z,y) < d(z,y) < Bdy(z,y) fiir alle z,y € X gilt (und entsprechend fiir dy).

Annahme: d; wird von einer Norm || - || erzeugt, d.h. di(z,y) = ||z — y||.
Dann ist
Joll = dite.0) =
1+ |z



und somit

[Az| 2] 2]

A = = N\ — A - — |\ -
el = s = W # e = -
fir A,z # 0 und |A| # 1. Widerspruch!
Bemerkung: Beschrinkte Normen gibt es wegen dem Axiom [[Az| = |A|||z| auf

R-Vektorrdumen nicht (auler natiirlich auf nulldimensionalen Vektorrdumen ...). In
diesem Fall sind daher von Normen induzierte Metriken stets unbeschriankt (wegen

]| = d(x,0)).
7 a) Durch 7; = {U C R | U = () oder R\U ist endlich oder abzéhlbar unendlich} wird

eine Topologie auf R definiert, denn:

(Oq) Ist I # 0 eine beliebige Indexmenge und (U;);e; ein System von Mengen aus
71, so daB R\ Uy, endlich oder abzéhlbar unendlich fiir ein k € I ist, dann ist

R\ JU; = ®R\U) c R\ U

i€l i€l
endlich oder abzidhlbar unendlich und somit |J U; € 7;. Ist andernfalls U; = ()
i€l
fir alle ¢ € I, so ist auch |J U; = 0 € 7; (gilt auch fir 7 = 0).
i€l

(Oy) Ist E # 0 eine endliche Indexmenge und (U;);cp ein System von Mengen aus
71, so dal R\ U; endlich oder abzéhlbar unendlich fiir jedes ¢ € E ist, dann ist

R\(U; = |J R\ 1)

i€R i€l
endlich oder abzihlbar unendlich und somit (| U; € 7q. Ist U; = ) fiir ein
i€E
i € E,dann ist auch (U; =0 € T;. Ist E=0,s0ist ((U; =R € Ty, da
i€k icE

R\R = () endlich.

b) Durch 75, = {U C R | U = 0 oder U = R oder U = [a, 00 mit a € R} wird keine
Topologie auf R definiert, denn fiir die Vereinigung der Mengen [%,oo[ € 7, mit
n € N gilt:
1
U [E,OO[ = 10,00[ €T,
neN
c) Durch 73 ={U C [-1,1] | 0 ¢ U oder | —1,1[ C U} wird eine Topologie auf [—1, 1]
definiert, denn:

(O1) Essei (U;)ier ein beliebiges System von Mengen aus 73. Ist dann | —1,1[ C U;
fireini e I,soist |—1,1[C JU;, dh. U; € T3. Gilt | —1,1[ C U; fur kein
il il

i€, soist 0¢ U fir jedes i € I und somit auch 0 ¢ (JU;, d.h. JU; € T3
icl icl
(gilt auch fiir I = ().

(Os) Es sei E eine endliche Indexmenge und (U;);cg ein beliebiges System von Men-
gen aus 73. Ist dann 0 ¢ U, fiirein i € E, soist 0 ¢ (\ U;, dh. N U; € Ts.
i€E i€E
Gilt 0 € U; fiir alle i € E, soist | — 1,1[ C U; fiir alle i € E und somit auch
|—1L,1[c N U;, dh. N U; € T3 (gilt auch fir E = ().

el el



8 Besitzt R die triviale Topologie, so ist jede Abbildung X — R stetig.
Sei T := {0),{1},R}. Dann ist 7 eine Topologie auf R, und es gilt:

X , stetig < X:(O) offen in X fiir alle O € T
& A= X:({l}) offen in X,
da X;l({@}) = () und X:({R}) = X immer offen in X sind.

Sawo



