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a)

b)

Musterl6sung zu Blatt 3 (Topologie I, SS 03)

Es sei X = {a,b,¢,d,e}. Ist dann S := {{a,b,c},{a,b,d}, {b,e}} Subbasis einer
Topologie 7 auf X, dann ergibt die Menge aller endlichen Schnitte von Elementen
aus S eine Basis von 7. Es gilt:

{a,b,c} Nn{a,b,d} ={a,b}, {a,b,c} N{b,e} ={b}, {a,b,d} N{b,e} = {b}

und

fa,b,c} N {a,b,d} 01 b, e} = {0}
Unter Beriicksichtigung der Schnitte {iber einelementige Indexmengen und der leeren
Indexmenge ergibt sich daraus die Basis

B = {{a,b,c,d e}, {a,b,c},{a,b,d},{b,e},{a,b},{b}}.

T besteht aus der Menge der Vereinigungen von Elementen aus B:

7 = BU{0,{a,b,c,d},{a,b,c,e},{a,b,d,e},{a,be}}

Es sei B = By U By, wobei By die Mengen der Form O,; und By die Mengen der
Form O, enthalte.

Es gilt:

(Bl> U B=X

(Bs) B,B' € B = BN B ist Vereinigung von zu B gehorigen Mengen, denn:

Ist BN B =), so kann BN B’ als Vereinigung iiber einer leeren Indexmenge
dargestellt werden. Sei also im folgenden B N B’ # (). Gilt B, B’ € By oder
B,B" € By, so gilt auch BN B € By bzw. BN B’ € By. Ist B € By und
B’ € By oder umgekehrt, dann besteht B N B’ aus Elementen der Form (x,0)
mit x € S:=]a,b[ N (] —¢,0[U]0,¢[) fir a,b,c € R mit a < b und ¢ > 0.
Gilt 0 ¢ Ja,b[, soist S =]d,e] fiir d,e € R mit d < e und somit BN B’ € B.
Gilt 0 € Ja,b[, soist S =]d,0[ U ]0,e] fiir positive d,e € R, und BN B’ ist
Vereinigung von zwei Mengen aus B .

Nach Satz 2.3 existiert somit eine eindeutig bestimmte Topologie auf X, die B als
Basis hat.

1. Moglichkeit:
Annahme: Die Topologie wird von einer Metrik d erzeugt.

Definiere r := 1d((0,0), (0,1)) > 0. Dann sind U := B((0,0),7) und V:= B((0,1),7)
offene Umgebungen von (0,0) bzw. (0,1) mit U NV = (). Nach Definition der Basis
B existieren O; € By mit (0,0) € O; C U und Oy € By mit (0,1) € Oy C V.
Desweiteren gibt es a,b > 0, so daf alle Elemente der Form (z,0) mit z € | — a,a]|
in O; und alle Elemente der Form (x,0) mit = € |—b,0[ U ] 0, b[ in O, enthalten sind.
Dabher sind die Elemente der Form (z,0) mit z € | —¢,0[ U] 0, c¢[ und ¢ := min{a, b}
in O; N Oy enthalten. Insbesondere ist also der Schnitt O; N Oy # (. Andererseits
gilt O; N Oy c UNV = (). Widerspruch!
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2. Moglichkeit:

Definiere eine Folge (z,,) in X durch z, := (£,0) fir n € N. Wegen £ — 0 in R
folgt mit der Definition der Topologie sofort

YU €eU((0,0)) INeNVYVn>N: z, €U, dh. z, — (0,0),

und
VYU eU((0,1)) INeNVYn>N: z, €U, dh. z, — (0,1).

Also existieren zwei verschiedene Grenzwerte der Folge (z,), und somit kann die
Topologie nicht durch eine Metrik erzeugt werden (siche Satz 2.7).

Essei 7y := {U C R |U =0 oder R\ U abzdhlbar}. Dann besitzt kein Punkt
x € R eine abzdhlbare Umgebungsbasis, denn:

Annahme: B = {B; | i € I} ist abzéhlbare Umgebungsbasis von x.

Es sei B; # () ohne Einschriankung offen fiir alle ¢ € I. Dann ist R\ B; abzéhlbar fiir

jedes ¢ € I, und somit ist auch die abzéhlbare Vereinigung (J(R \ B;) abzéhlbar.
el
Da R iiberabzahlbar ist, existiert ein Element y # x aus dem Komplement von

U(R\Bi) = R\ﬂBia

iel el

d.h. y € B; fiir jedes i € I. Dann existiert aber zu der Menge U, := R\ {y} € Ty
mit x € U, kein Element B; € B mit B; C U,. Widerspruch!

Also existiert keine abzihlbare Umgebungsbasis zu z, d.h. 77 erfiillt nicht das 1.
Abzahlbarkeitsaxiom. Nach Satz 2.5 kann das 2. Abzahlbarkeitsaxiom dann auch
nicht erfiillt sein.

Es sei 73 := {U C [-1,1] | 0 ¢ U oder | —1,1[ € U}. Dann besitzt jeder Punkt
x € [—1, 1] eine abzdhlbare Umgebungsbasis, denn ist « # 0, so ist {{z}} C 73 eine
Umgebungsbasis von x, und {] —1,1[} C 73 ist offensichtlich eine Umgebungsbasis
von 0. Somit erfiillt 75 das 1. Abzahlbarkeitsaxiom.

Das 2. Abzahlbarkeitsaxiom ist nicht erfiillt, denn es kann keine abzihlbare Basis
der Topologie geben, da 73 iiberabzihlbar viele einpunktige Mengen {z} mit x # 0
enthalt.

Essei 7Ty :={U CR|U =0 oder R\ U abzihlbar} und 7 die Standardtopologie
auf R.

Behauptung: f: (R,7;) — (R, 7) stetig < f konstant

Beweis:

»<=%*: Die Aussage gilt fiir jede konstante Abbildung f : X — Y zwischen belie-

bigen topologischen Rdumen X und Y, denn wenn f(z) = yo € YV fiir alle
x € X gilt, dann ist fiir jede offene Menge U C Y

0 fallsyy ¢ U
X fallsyo e U

offen.

fU) =



“.
gy = ¢

Annahme: Es existieren z,y € R mit f(z) # f(y).

Fiir r := @ ist dann

]l’—T,l’—I—T[ N ]y—T,y+T[ = (D)

und A := fY(Jz—r,z+7[), B:= f"(]y—r,y+r]) sind beide offen, da
f stetig ist, und nicht leer, da x € A und y € B. Daher sind nach Definition
von 77 die Komplemente R\ A und R\ B jeweils abzahlbar, d.h. es ist auch

(R\AU(R\B) = R\ (AnB) =R
~——
=10
abzahlbar. Widerspruch!

Sawo



