Musterl6sung zu Blatt 4 (Topologie I, SS 03)

13 a) Erfillt (X,7) das 2. Abzahlbarkeitsaxiom, so enthédlt X eine abzdhlbare dichte
Teilmenge, denn:

Es sei B :={B; | i € I} eine Basis mit einer abzéhlbaren Indexmenge I, wobei ohne
Einschrinkung B; # ) fiir alle ¢ € I vorausgesetzt werden kann. Wéhle fiir jedes
i € I ein Element z; € B;, und definiere A := {x; | i € I}. Dann ist A dicht in X,
denn zu beliebigen x € X und U € U(z) existiert ein B; € B mit B; C U. Wegen
r, €B; CUistx; € ANU # 0, dh. esist z € A, also A = X.

b) Essei 7 :={U CR| U = 0 oder R\U endlich} (kofinite Topologie). Dann gilt:

i)

ii)

T besitzt keine abzdhlbare Basis, denn:

1. Moglichkeit:

Annahme: B = {B; | i € I} Basis und I abzéhlbar

Ohne Einschrinkung sei B; # () fiir alle ¢ € I. Dann ist R\ B; endlich fiir jedes

¢ € I, und somit ist

U ®\B) = R\(B.

il i€l
abziahlbar. Da R {iberabzdhlbar ist, existiert ein = € (| B;. R\ {z} ist offen

iel

(da das Komplement endlich ist) und nicht leer. Da B Basis der Topologie ist,
existiert daher ein j € I, so daBl B; C R\ {«x} gilt, d.h. es ist = ¢ B;. Wider-
spruch!

2. Moglichkeit:

Vollig analog zu Aufgabe 11 (fiir 77) 148t sich zeigen, daBl 7 das 1. Abzéhl-
barkeitsaxiom nicht erfiillt. Somit kann auch das 2. Abzdhlbarkeitsaxiom fiir
7T nicht gelten.

Q ist dicht in X beziiglich 7T, denn@ D Q besitzt unendlich viele Elemente
und ist abgeschlossen. Da somit R \ Q offen ist, gilt R\ Q = () nach Definition
von 7, d.h. esist Q = R.

14 a) (a,) konvergiert gegen jeden Punkt von X (gilt fiir jede Folge in einem Raum mit
trivialer Topologie)

b) (a,) konvergiert nicht, da {—1} und {1} offen sind (gilt fiir jede Folge, die nicht
konstant ab einer Stelle N € N wird, in einem Raum mit diskreter Topologie)

c) lim a, = —1, da {1} offen und {—1} nicht offen

n—oo

15 a) Z:AU{(O,O)}vIZ:{<I’,y)€R2|O<ZE2+y2<1}7

Rd(A) = A\ A= {(2,y) € R?| 22 + 2 = 1} U{(0,0)}

b) 4

o

X, A= A, Rd(A) = {(0,0)}

¢) A= A=A, Rd(A) =0



16 Vorbemerkung: Ist A C B, so folgt A C B, da A C B C B gilt und A die kleinste
abgeschlossene Obermenge von A ist, d.h. A C A C B. Ebenso folgt aus A C B,

daf A C B ist, da A C A C B gilt und B die grofite offene Teilmenge von B ist,
d.h. A C B C B.
a) 1. Moglichkeit: mit der Definition
rcANB
= YUelU(x):UNANB#
= YUeU(x):UNA#D AN UNB#(
= z€ANz€EB
= r€ANB
2. Moglichkeit: mit der Vorbemerkung

Wegen AN B C Aund AN B C B folgt mit der Vorbemerkung AN B C A und
ANB C B, also auch ANB C AN B.

b) 1. Méglichkeit: mit der Definition
xGﬁUB
= Tc ;1 V x e B
= AcU(x) Vv BelU(x)
= AUBeclU(x)
- s AUB
2. Moglichkeit: mit der Vorbemerkung .
Wegen 24 CAUBund B C AU OB folgt mit der Vorbemerkung ;1 c AUB und
BCA/U\B, also auch;lUB c AUB.
3. Moglichkeit: mit Teil a)
Nach Teil a) gilt: ]
X\(AUB) = X\(AUB)
= (X\A) N (X\B)
C (X\A)N(X\B)
= (N\A)NX\B) = X\(4UB)

C

Die Behauptung ergibt sich durch Ubergang zu den Komplementen.

c) Wegen ACACA gilt Rd(A) = A\ A= () genau dann, wenn A=A=14 ist, und
dies ist dquivalent dazu, dafl A offen und abgeschlossen ist.

d) Mit der Vorbemerkung folgt aus A C A, da8 A C A gilt, und damit auch:

o

RACA) — AVA = A\A  A\A = Rd(4)

>fmoo
:MI



Beispiel fiir echte Inklusionen: X = R mit der Standardtopologie, A = Q und B = R\ Q.
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