
Musterlösung zu Blatt 5 (Topologie I, SS 03)

17 a) π : R2 → R , π(x, y) := x

π nicht abgeschlossen:

A := {(x, y) ∈ R2 | xy = 1} ist abgeschlossen in R2, da Urbild der abgeschlossenen
Teilmenge {1} ⊂ R unter der stetigen Abbildung (x, y) 7→ xy, aber π(A) = R\{0}
ist nicht abgeschlossen in R.

-
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π offen:

Satz 3.6 (Die Produkttopologie auf R × R = R2 wird durch
die Maximumsnorm induziert und ist daher identisch mit der
euklidischen Topologie auf R2, da je zwei Normen auf R2 äqui-
valent sind und somit dieselbe Topologie erzeugen.)

b) π̃ : X → R , π̃(x, y) := x

π̃ nicht abgeschlossen:

wie bei Teil a) mit A ∩X

π̃ offen:

Es genügt, die Offenheit von π̃ auf einer Basis der Topologie von X zu zeigen.
B := { ] x− r1, x + r1 [ × ] y − r2, y + r2 [ | (x, y) ∈ R2, r1 > 0, r2 > 0} ist eine Basis
der Standardtopologie auf R2, und daher ist {B ∩X | B ∈ B mit B ∩X 6= ∅} eine
Basis der Unterraumtopologie. Sei nun B ∈ B mit B ∩X 6= ∅ beliebig.

1. Fall: x + r1 ≤ 0

⇒ B ∩X = ] x− r1, x + r1 [×{0} (da B ∩X 6= ∅) -

6

⇒ π̃(B ∩X) = ] x− r1, x + r1 [ offen in R

2. Fall: x− r1 ≥ 0

⇒ B ∩X = B
-

6

⇒ π̃(B ∩X) = π(B) = ] x− r1, x + r1 [ offen in R

3. Fall: x− r1 < 0 < x + r1 und (0, 0) /∈ B

⇒ B ∩X = ] 0, x + r1 [× ] y − r2, y + r2 [
-

6

⇒ π̃(B ∩X) = ] 0, x + r1 [ offen in R

4. Fall: x− r1 < 0 < x + r1 und (0, 0) ∈ B

⇒ B ∩X = ( ] x− r1, 0 ]× {0}) ∪ ( ] 0, x + r1 [× ] y − r2, y + r2 [ ) -

6

⇒ π̃(B ∩X) = ] x− r1, 0 ]∪ ] 0, x + r1 [ = ] x− r1, x + r1 [ offen in R

c) f : R → R , f(x) := x2

f nicht offen:

f(R) = [ 0,∞ [ nicht offen in R
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f abgeschlossen:

Betrachte die Abbildungen f1 : [ 0,∞ [ → [ 0,∞ [ und f2 : ]−∞, 0 ] → [ 0,∞ [ mit der
gleichen Abbildungsvorschrift wie die für f . Dann sind f1 und f2 stetige und bijektive
Abbildungen mit stetigen Umkehrabbildungen x 7→

√
x bzw. x 7→ −

√
x, d.h. f1 und

f2 sind Homöomorphismen, insbesondere also abgeschlossen. Ist nun A ⊂ R eine
beliebige abgeschlossene Teilmenge, so läßt sich A darstellen als A = A1 ∪ A2 mit
A1 = A ∩ [ 0,∞ [ und A2 = A ∩ ]−∞, 0 ], und es gilt:

f(A) = f(A1 ∪ A2) = f(A1) ∪ f(A2) = f1(A1) ∪ f2(A2)

f1(A1) und f2(A2) sind abgeschlossen in [ 0,∞ [ und, da [ 0,∞ [ abgeschlossen in R
ist, auch abgeschlossen in R (denn es gilt allgemein: Es sei X ein topologischer Raum
und U ⊂ X mit der Unterraumtopologie versehen. Ist dann U abgeschlossen in X
und B abgeschlossen in U , so existiert nach Definition der Unterraumtopologie eine
in X abgeschlossene Menge V mit B = V ∩ U , d.h. es ist auch B abgeschlossen in
X. Eine entsprechende Aussage gilt für

”
offen“ anstelle von

”
abgeschlossen“). Also

ist f(A) = f1(A1) ∪ f2(A2) abgeschlossen in R.

18 Die Abbildung

f : [ 0, 1 [ → S1 , f(t) := (cos 2πt, sin 2πt) &%
'$6

-

'$
f(A)

x

y

ist zwar stetig und bijektiv, aber f ist nicht offen: Betrachte z.B. die Teilmenge
A := [ 0, 1

2
[ ⊂ [ 0, 1 [ . A ist offen in [ 0, 1 [ , denn die Menge läßt sich darstellen als

Schnitt einer in R offenen Menge mit [ 0, 1 [ , z.B. A = ]− 1, 1
2
[ ∩ [ 0, 1 [ . Aber f(A)

ist keine offene Teilmenge von S1, da für jeden offenen Ball B(f(0), r) in R2 um
f(0) = (1, 0) mit r > 0 gilt: B(f(0), r) ∩ (S1\f(A)) 6= ∅ (denn für (x, y) ∈ f(A)
gilt stets y ≥ 0, aber B((1, 0), r) ∩ S1 enthält für jedes r > 0 Punkte mit negativer
y-Koordinate). Also ist f kein Homöomorphismus.

19 a) Die Abbildung h : Rn \ {0} → Rn \ {0}, definiert durch

h(x) :=
x

‖x‖2
=


α(x)x1

...

α(x)xn

 mit α(x) :=
1

n∑
i=1

x2
i

,

ist stetig, da jede Komponentenfunktion Zusammensetzung stetiger Funktionen ist.
Desweiteren gilt für jedes x ∈ Rn:

h(h(x)) = h

(
x

‖x‖2

)
=

x

‖x‖2

‖ x

‖x‖2
‖2

=

x

‖x‖2

1

‖x‖4
‖x‖2

= x

Also ist h ◦ h = idRn\{0}, d.h. h ist bijektiv mit stetiger Umkehrabbildung h−1 = h.
Insgesamt ist h somit ein Homöomorphismus.

Bemerkung: Anstelle der euklidischen Norm läßt sich auch eine beliebige Norm
auf Rn verwenden, denn x 7→ ‖x‖ ist stets (Lipschitz-)stetig.
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b) Es ist Q := {(x, y) ∈ R2 | max{|x| , |y|} < 1} = {(x, y) ∈ R2 | ‖x‖∞ < 1} und
K := {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1} = {(x, y) ∈ R2 | ‖x‖2 < 1}, d.h. Q und K sind
offene Bälle um den Nullpunkt mit Radius Eins bezüglich der Supremums- bzw.
euklidischen Norm auf R2. Die beiden Normen sind äquivalent, insbesondere gilt

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤
√

2 ‖x‖∞
und damit

‖x‖∞
‖x‖2

≤ 1 und
‖x‖2

‖x‖∞
≤
√

2

für alle x ∈ R2 \ {0}. Daraus folgt unmittelbar, daß die Abbildungen f : Q → K
und g : K → Q, definiert durch

f(x) :=


‖x‖∞
‖x‖2

x für x 6= 0

0 für x = 0

bzw. g(x) :=


‖x‖2

‖x‖∞
x für x 6= 0

0 für x = 0

,

stetig sind mit g ◦ f = idQ und f ◦ g = idK , d.h. f und g sind Homöomorphismen.

20 a) Es sei X :=
∏
i∈I

Xi und B := {
∏
i∈I

Ui | Ui ∈ Ti für alle i ∈ I}. Nach Satz 2.3 genügt

es, die Eigenschaften (B1) und (B2) nachzuweisen. Wie unmittelbar aus der Defini-
tion des Produktes von Mengen folgt, gilt für eine beliebige Indexmenge J und für
beliebige U

(j)
i ⊂ Xi für alle j ∈ J und i ∈ I die folgende Rechenregel:⋂

j∈J

∏
i∈I

U
(j)
i =

∏
i∈I

⋂
j∈J

U
(j)
i

Denn:

g ∈
⋂
j∈J

∏
i∈I

U
(j)
i ⊂

∏
i∈I

Xi ⇔ ∀ j ∈ J : g ∈ {f : I →
⋃
i∈I

Xi | ∀ i ∈ I : f(i) ∈ U
(j)
i }

⇔ g : I →
⋃
i∈I

Xi mit ∀i ∈ I : g(i) ∈
⋂
j∈j

U
(j)
i

⇔ g ∈
∏
i∈I

⋂
j∈J

U
(j)
i ⊂

∏
i∈I

Xi

Damit folgt:

(B1)
⋃

B∈B
B = X, da X =

∏
i∈I

Xi ∈ B

(B2) B, B′ ∈ B ⇒ B ∩B′ ist Vereinigung von zu B gehörigen Mengen, denn:

Für B =
∏
i∈I

Ui und B′ =
∏
i∈I

U ′
i gilt:

B ∩B′ =
∏
i∈I

Ui ∩
∏
i∈I

U ′
i =

∏
i∈I

Ui ∩ U ′
i︸ ︷︷ ︸

∈Ti

∈ B

b) Ist I eine endliche Indexmenge, so ist B eine Basis der Produkttopologie, wie in der
Bemerkung nach der Definition der Produkttopologie erwähnt.

c) Ist I eine unendliche Indexmenge und (Xi, Ti)i∈I eine Familie topologischer Räume,
die jeder mindestens zwei Punkte besitzen und mit der diskreten Topologie verse-
hen sind, so ist die Box-Topologie die diskrete Topologie auf dem Produktraum,
wohingegen die Produkttopologie verschieden von der diskreten Topologie ist.

sawo
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