Musterl6sung zu Blatt 6 (Topologie |, SS 03)

21 Es seif : X — Y eine AbbildungG(f) = {(x,y) e X xY |y= f(X)} € X x Y der Graph
von f undg: X — G(f) die Abbildungx — (x, f(x)) furx € X.

Behauptung: f stetig< g Hombomorphismus

Beweis:

n

Nach Satz 3.6 sind die Projektionen: X xY — X undpz: X xY — Y stetig, und nach
Satz 3.3 ist die Inklusion: G(f) — X x Y stetig. Also ist aucH = ppoiog stetig.

n=

Betrachte zuachst die Abbildun@j: X — X xY mit g(x) := (x, f(x)) fur x € X. Wegen
der universellen Eigenschaft der Produkttopologiggigenau dann stetig, wenm o g
und pz o g stetig sind. Letzteres ist der Fall, gigo g = idx und poog = f gilt. Wegen

der universellen Eigenschaft der Unterraumtopologie (als Initialtopologie) ist dann auch

g stetig, da o g = g stetig ist.
Definiereh : G(f) — X durchh := py|gf). Dann gilt fur allex € X
hog(x) = h(x f(x)) = pu(x, f(x)) = X,
d.h.hog=idx, und fur alle(x, f(x)) € G(f)
goh(x, f(x)) =g(ps(x, f(x))) = 9(x) = (x f(x)),

d.h.goh=idgf). Also isth die Umkehrabbildung zg, d.h.g ist bijektiv. Dah zudem
als Einschankung vonp; stetig ist, istg ein Hombomorphismus.

o
—

22 a) Behauptung: A x B

Beweis:

A><I§

w ' /X\CA,L%C B und ,&,é offen

,&xéchB und,&xéoﬁ‘en

—

=
N BCAxBCAxB

>o
X

L' (XYy) EAXB
= dJU c Aoffen,V C Y offen: (x,y) e U xV C Ax B (endl. Produkt)

b) Behauptung:AxB=AxB
Beweis:
1. Moglichkeit:
,C*: ACABCB und A B abgeschlossen
= AxBCAxB und Ax B abgeschlossen
= AxBCAxBCAxB



. D% Sei(x,y) € Ax B beliebig.
SeiU € U((x,y)) beliebig.
= JU; e Ux),Us e U(y):Up xUCU
UiNA#0,U,NB#0 (daxecAycB)
= (UpxU)N(AxB)#0
= UN(AxB)#0
Also ist (x,y) € Ax B.

2. Moglichkeit: mit Teil a) durch Betrachtung der Komplemente

c) Behauptung: Rd(A x B) = (Rd(A) x B) U (A x Rd(B))
Beweis:

o

RAAxB) = AxB\AxB
— (AxB)\(Ax B) (nacha)und b))

— (AxB)N{(xy) EXXY|x¢A V y¢B)

< B)N ({(xy) €XxY [ XEALU{(xy) X x Y |y ¢B})

(
- ((Z\xﬁ)m{(x,y) EXxY | x¢&}) U ((MB)m{(x,y} EXxY | y¢|§})
={(x,y) e XxY|xeRdA) AyeB}U{(x,y) e XxY|xe AAyeRdB)}
(RA(A) x B)U (A x Rd(B))
23 a) Ist f : X — Y stetig, surjektiv und offen, danrémgtY die Finaltopologie bzgf, denn:

1. Moglichkeit:
vollig analog zum Beweis von Satz 3.1ilrfden Fall, f abgeschlossen®

2. Moglichkeit:

Die Behauptung ist nach Satz 3.4quivalent zu der Aussage:

f

X Y

Fur jede Abbildungy:Y — Z gilt:
go f go f stetig & g stetig
Z

Da f stetig ist, ist die Richtung<" klar. Um ,=" zu zeigen, betrachte eine beliebige
offene Teilmengé&) C Z. Dago f stetig ist, ist(go f)~1(U) ebenfalls offen, und wegen
der Surjektiviit von f gilt:

f((gof)™H(U)) = f(fHg (V) = g (V)
Da f offen ist, ist die Mengg~1(U) also offen, d.hg ist stetig.

b) f nicht stetig:



Aus der Definition der Finaltopologie folgt unmittelbar, dal3 die Stetigkeit /agine
notwendige Voraussetzung ist. Dies folgt aber auch ausgeivalenten Formulierung
aus Teil a), indem die Abbildung=idy : Y — Y betrachtet wird.

f nicht surjektiv:
10,1 ——— R

f sei die Inklusionsabbildung, die sicherlich stetig und offen
aber nicht surjektiv istg sei definiert durch:

g " Y
go f (%) = x furx<2 1
9= 0 furx>2
R
1 X
g ist offensichtlich nicht stetig, aber weggho 1 = idjo 1 2
istgo f = f stetig.
Y
f nicht offen:
f
R\JO,1) R f(x) - x furx<o b "
() = { x—1 furx>1
¢ g st stetig und bijektiv aber nicht offen, defn- 1,0] ist
go offen inR\ |0, 1], aberf (] — 1,0]) =] — 1,0} ist nicht of-
R feninR.
{
Die Abbildung
1 /N
x) x furx<o
X) = — AN » X
g x+1 furx>0

ist offensichtlich nicht stetig, aber

gof : R\]0,] — R
X — X

ist stetig.

24 Es seif : X — Y eine stetige, surjektive Abbildung, uivdtrage die Quotiententopologie
bzgl. f, d.h. es gilt:

O CY offen & f71(0) c X offen

Desweiteren sef =U NV mitU C Y offen undV C Y abgeschlossen. DanragtZ die
Quotiententopologie bzgf| i-1(z) f~1(2) — Z, d.h. es gilt:

O c Zoffen & f71(0) c £71(2) offen
1) Betrachte zuachstf|f_1<u) - fHU) - U.

Zeige: O c U offen< f-1(0) c f~1(U) offen



,=“  0CU offen,d.h30 CY offen: 0= 0NU
= OoffeninY
= f71(0) offeninX (daf stetig)
= f71(0)=f"10)nf~1U) offenin f~1(U)
.= f710) c f-1(U) offen, d.n.30 c X offen: f1(0) = ON f1(U)
= f~1(0) offen inX (daf~1(U) offeninX)
= OoffeninY (daY Quotiententopologie bzgf. tragt)
= O0=0nNU offeninU

Also tragtU die Quotiententopologie bzgf| F-1(U) f-U) - U.

2) Betrachtef|f_1(v) o (VAT VA
Zeige: A C V abgeschlosses: f~1(A) ¢ f~1(V) abgeschlossen
Beweis:vollig analog zu Teil 1) mit,abgeschlossen® anstelle vpoffen®
Also tragtV die Quotiententopologie bzgf| F-1(V) o (VA VA

3) Betrachte nurf|f_1(z) fY2)— Z

Nach Teil 1) tagtU die Quotiententopologie bzgf,| F-1(U)" Eine typische abge-

schlossene Menge o ist von der FormJ NV mitV C Y abgeschlossen, und nach
Teil 2) tragt somit die Meng& = U NV die Quotiententopologie bzgt) -1(2)"

Ssawo



