
Musterl ösung zu Blatt 6 (Topologie I, SS 03)

21 Es seif : X →Y eine Abbildung,G( f ) = {(x,y) ∈ X×Y | y = f (x)} ⊂ X×Y der Graph
von f undg : X →G( f ) die Abbildungx 7→ (x, f (x)) für x∈ X.

Behauptung: f stetig⇔ g Homöomorphismus

Beweis:

”⇐“:

Nach Satz 3.6 sind die Projektionenp1 : X×Y→ X und p2 : X×Y→Y stetig, und nach
Satz 3.3 ist die Inklusioni : G( f ) ↪→ X×Y stetig. Also ist auchf = p2◦ i ◦g stetig.

”⇒“:

Betrachte zun̈achst die Abbildung̃g : X → X×Y mit g̃(x) := (x, f (x)) für x∈ X. Wegen
der universellen Eigenschaft der Produkttopologie istg̃ genau dann stetig, wennp1 ◦ g̃
und p2 ◦ g̃ stetig sind. Letzteres ist der Fall, dap1 ◦ g̃ = idX und p2 ◦ g̃ = f gilt. Wegen
der universellen Eigenschaft der Unterraumtopologie (als Initialtopologie) ist dann auch
g stetig, dai ◦g = g̃ stetig ist.

Definiereh : G( f )→ X durchh := p1|G( f ). Dann gilt f̈ur allex∈ X

h◦g(x) = h(x, f (x)) = p1(x, f (x)) = x,

d.h.h◦g = idX, und f̈ur alle(x, f (x)) ∈G( f )

g◦h(x, f (x)) = g(p1(x, f (x))) = g(x) = (x, f (x)) ,

d.h.g◦h = idG( f ). Also ist h die Umkehrabbildung zug, d.h.g ist bijektiv. Dah zudem
als Einschr̈ankung vonp1 stetig ist, istg ein Hom̈oomorphismus.

22 a) Behauptung:
◦

Â×B =
◦
A×

◦
B

Beweis:

”⊃“:
◦
A⊂ A,

◦
B⊂ B und

◦
A,

◦
B offen

⇒
◦
A×

◦
B⊂ A×B und

◦
A×

◦
B offen

⇒
◦
A×

◦
B⊂

◦
Â×B⊂ A×B

”⊂“: (x,y) ∈
◦

Â×B

⇒ ∃U ⊂ A offen,V ⊂Y offen: (x,y) ∈U×V ⊂
◦
A×

◦
B (endl. Produkt)

b) Behauptung:A×B = A×B

Beweis:

1. Möglichkeit:

”⊂“: A⊂ A,B⊂ B und A,B abgeschlossen

⇒ A×B⊂ A×B und A×B abgeschlossen

⇒ A×B⊂ A×B⊂ A×B
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”⊃“: Sei(x,y) ∈ A×B beliebig.

SeiU ∈U((x,y)) beliebig.

⇒ ∃U1 ∈U(x),U2 ∈U(y) : U1×U2⊂U

U1∩A 6= /0,U2∩B 6= /0 (dax∈ A,y∈ B)

⇒ (U1×U2)∩ (A×B) 6= /0

⇒ U ∩ (A×B) 6= /0

Also ist (x,y) ∈ A×B.

2. Möglichkeit: mit Teil a) durch Betrachtung der Komplemente

c) Behauptung:Rd(A×B) = (Rd(A)×B)∪ (A×Rd(B))

Beweis:

Rd(A×B) = A×B \
◦

Â×B

= (A×B)\ (
◦
A×

◦
B) (nach a) und b))

= (A×B)∩{(x,y) ∈ X×Y | x /∈
◦
A ∨ y /∈

◦
B}

= (A×B)∩
(
{(x,y) ∈ X×Y | x /∈

◦
A}∪{(x,y) ∈ X×Y | y /∈

◦
B}

)
=

(
(A×B)∩{(x,y) ∈ X×Y | x /∈

◦
A}

)
∪

(
(A×B)∩{(x,y) ∈ X×Y | y /∈

◦
B}

)
= {(x,y) ∈ X×Y | x∈ Rd(A) ∧ y∈ B}∪{(x,y) ∈ X×Y | x∈ A∧ y∈ Rd(B)}

= (Rd(A)×B)∪ (A×Rd(B))

23 a) Ist f : X →Y stetig, surjektiv und offen, dann trägtY die Finaltopologie bzglf , denn:

1. Möglichkeit:

völlig analog zum Beweis von Satz 3.11 für den Fall
”
f abgeschlossen“

2. Möglichkeit:

Die Behauptung ist nach Satz 3.10äquivalent zu der Aussage:

X
f

- Y

@
@

@
@

@
g◦ f

R

Z

g

?

Für jede Abbildungg : Y→ Z gilt:

g◦ f stetig ⇔ g stetig

Da f stetig ist, ist die Richtung
”
⇐“ klar. Um

”
⇒“ zu zeigen, betrachte eine beliebige

offene TeilmengeU ⊂ Z. Dag◦ f stetig ist, ist(g◦ f )−1(U) ebenfalls offen, und wegen
der Surjektiviẗat von f gilt:

f ((g◦ f )−1(U))) = f ( f−1(g−1(U))) = g−1(U)

Da f offen ist, ist die Mengeg−1(U) also offen, d.h.g ist stetig.

b) f nicht stetig:

2



Aus der Definition der Finaltopologie folgt unmittelbar, daß die Stetigkeit vonf eine
notwendige Voraussetzung ist. Dies folgt aber auch aus deräquivalenten Formulierung
aus Teil a), indem die Abbildungg = idY : Y→Y betrachtet wird.

f nicht surjektiv:

]0,1[ ⊂
f

- R
@

@
@

@
@

g◦ f
R

R

g

?

f sei die Inklusionsabbildung, die sicherlich stetig und offen
aber nicht surjektiv ist.g sei definiert durch:

g(x) :=
{

x für x≤ 2
0 für x > 2

g ist offensichtlich nicht stetig, aber wegeng| ]0,1[ = id ]0,1[

-

6

x

y

2
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ist g◦ f = f stetig.

f nicht offen:

-

6

x

y
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f
- R

@
@

@
@

@
g◦ f

R

R

g

?

f (x) :=
{

x für x≤ 0
x−1 für x > 1

ist stetig und bijektiv aber nicht offen, denn]−1,0] ist
offen inR\ ]0,1], aberf (]−1,0]) = ]−1,0] ist nicht of-
fen inR.

Die Abbildung

-

6
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g(x) :=

{
x für x≤ 0

x+1 für x > 0

ist offensichtlich nicht stetig, aber

g◦ f : R\ ]0,1] −→ R
x 7−→ x

ist stetig.

24 Es seif : X →Y eine stetige, surjektive Abbildung, undY trage die Quotiententopologie
bzgl. f , d.h. es gilt:

O ⊂Y offen ⇔ f−1(O)⊂ X offen

Desweiteren seiZ = U ∩V mit U ⊂Y offen undV ⊂Y abgeschlossen. Dann trägtZ die
Quotiententopologie bzgl.f | f−1(Z) : f−1(Z)→ Z, d.h. es gilt:

O ⊂ Z offen ⇔ f−1(O)⊂ f−1(Z) offen

1) Betrachte zun̈achstf | f−1(U) : f−1(U)→U .

Zeige: O ⊂U offen⇔ f−1(O)⊂ f−1(U) offen
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”⇒“: O ⊂U offen, d.h.∃ Õ ⊂Y offen: O = Õ ∩U

⇒ O offen inY

⇒ f−1(O) offen inX (da f stetig)

⇒ f−1(O) = f−1(O)∩ f−1(U) offen in f−1(U)

”⇐“: f−1(O)⊂ f−1(U) offen, d.h.∃ Õ ⊂ X offen: f−1(O) = Õ ∩ f−1(U)

⇒ f−1(O) offen inX (da f−1(U) offen inX)

⇒ O offen inY (daY Quotiententopologie bzgl.f trägt)

⇒ O = O ∩U offen inU

Also trägtU die Quotiententopologie bzgl.f | f−1(U) : f−1(U)→U .

2) Betrachtef | f−1(V) : f−1(V)→V.

Zeige:A⊂V abgeschlossen⇔ f−1(A)⊂ f−1(V) abgeschlossen

Beweis:völlig analog zu Teil 1) mit
”
abgeschlossen“ anstelle von

”
offen“

Also trägtV die Quotiententopologie bzgl.f | f−1(V) : f−1(V)→V.

3) Betrachte nunf | f−1(Z) : f−1(Z)→ Z.

Nach Teil 1) tr̈agtU die Quotiententopologie bzgl.f | f−1(U). Eine typische abge-

schlossene Menge inU ist von der FormU ∩V mit V ⊂Y abgeschlossen, und nach
Teil 2) trägt somit die MengeZ = U ∩V die Quotiententopologie bzgl.f | f−1(Z).

sawo
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