Musterlésung zu Blatt 7 (Topologie I, SS 03)

25 Auf R™ wird durch
r~Yy S x—yel”

eine Aquivalenzrelation definiert. Es bezeichne R™ /s den zugehorigen Quotienten-

raum (mit der Quotiententopologie versehen) und S* C R? den Einheitskreis (mit
der Unterraumtopologie der euklidischen Topologie versehen).

Behauptung: R"/  ~ S x ... x S (n Faktoren)
Beweis: Definiere h : R”/N — St x ... x S' durch:

R — " R"/_
(cos(2mzy), sin(2mxy))
b on h h([(x1,...,2,)]) ==
(cos(2mxy,), sin(27x,,))
Stx ... xSt

h wohldefiniert und injektiv:
(@1, zn)] = (Y1, )]
& (T — Y1y T — Yn) €EZ"
S (. x) =1+ ki, yn+ k) mit iy €eZfiri=1,...,n
(cos(2(y + k), sin(2m(yn + k1))
s h([zy,...,x)]) =

(cos(2m(yn + k), sin(27w(y, + kn))

(cos(2my1 ), sin(27y;))
= : = Ay ym)])
(cos(27yy, ), sin(27y,))
h surjektiv: v’

h stetig:

folgt mit der universellen Eigenschaft der Quotiententopologie aus der Stetigkeit
von hor

h offen:

Betrachte zunéichst den Fall n =1, dh. h: R/  — St [z] + (cos(27x), sin(27)).
Nach Definition der Quotiententopologie gilt:

O CRy_ offen < 7~ 1(O) C R offen

Zeige: hor offen (= h offen, da h(O) = (howon 1) (O) wegen 7 surjektiv)

Es geniigt, die Offenheit von hom auf einer Basis der Topologie von R nachzuweisen.

1



26

Betrachte also B(x,r) =]z — 7,20 + 7 [ mit 2o € R und r > 0 beliebig.

1. Fall: r>1
= (hom)(B(xg,r)) =S offen y

2. Fall: r < % (em (o)
= (hom)(B(xg,r)) = B((hom)(xg),t) NS offen @

mit ¢ := |[(hom)(zo — 1) — (hom)(xo)ll2

Ist n > 2 beliebig, so lafit sich der Nachweis der Offenheit auf den Fall n = 1
zuriickfithren, da als Basiselemente der Produkttopologie die Produkte der obigen
Basiselemente von S gewihlt werden kénnen und da gilt:

O1x...x0,CS" x...5" offen & O; C S* offen fiir alle i € {1,...,n}

Es seien X := R" x {0}, Y := R" x {1} Teilmengen von R"™! und eine Abbildung
f:(R"\ {0}) x {0} — Y definiert durch

F(,0) = (ﬁ 1) |

wobei || - || die euklidische Norm bezeichne.
Behauptung: X Uy Y ~ 5"

0

R x {1}~

N |
N N

R x {0} /| . L\
0

Beweis:

N
H @
S
Es werden Abbildungen Fpy, F} : R" x {0} — S™ als N
Umkehrabbildungen der stereographischen Projektio- - Fi(y)
nen S"\{N} — R" x {0} bzw. S"\{S} — R" x {0} o)
konstruiert, wobei mit NV := (0, ...,0,1) der Nordpol x y
und mit S := (0,...,0,—1) der Siidpol der n-Sphére
S™ bezeichnet werde. s

Zuzx = (r1,...,7,,0) € R"x {0} suche also t € ]0,2], so dal Fy(z) := N+t(z—N)
die Bedingung || Fy(z)|| = 1 erfiillt:

|Fo(x)||? =t*2f+ ... +t2a2+(1—-t)* =1
& BxP+1-2t4+t2=1

s 2(z)*P+1)—2t=0

2
& t=0oder t = 7——
][ + 1
2
Wegen ¢ # 0 definiere also Fy(x) := N + W(x — N). Fir y € R x {0} wird
x
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entsprechend F(y) :== S + ————(y — 5) festgelegt, und damit:

+

xuy 2 xupy
g fir i € {0,1}

Sn
Nach Definition gilt also F' = g o p.

g wohldefiniert

Ist [(x,7)] = [(y,J)] mit z,y € R" und i, j € {0, 1}, so gilt nach Definition der durch
die Klebeabbildung f gegebenen Aquivalenzrelation:

(e=y Ai=j) Qe = e » 15779
V (t=—5 ANi=1ANj=0) V (y=—5 ANi=0Aj=1)
y]|? [ER

Da die Abbildung x — ﬁ injektiv ist, gilt fiir den zweiten wie fiir den ersten Fall

x =y und i = j, d.h. g([(z,7)]) = 9([(y,7)]). Da die anderen beiden Félle durch
Vertauschung der Variablen x mit y und ¢ mit j ineinander iibergehen, betrachte
0.B.d.A. den Fall y = W und ¢ =0, 7 = 1. Dann gilt:

9([(y, 1)])
= F1<y70) = (Zyl,...,?yn7%/— 1) mit %v: 2 _ 2“'17”2

= = tf|[|*
lyll> +1 1+ ff?

x Tn

— (el el el — )
M2 1+ al?
= (tz1,...,tx,, —
(i, T[22 T+ [z?)
Jall? — 1
= (txq,...,tTp, /=
(i, T )
2
— (tzy, ... oy, 1— — 2
(i, T [P

= (txy,...,to,, 1 —1)
= Fo(ZE',O)
= 9([(z,0)])

g stetig:

Wegen der universellen Eigenschaft der Quotiententopologie folgt die Stetigkeit von
g aus der Stetigkeit von gop = F, und F ist stetig, da die Einschréinkungen von F'
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auf die Summanden der topologischen Summe X UY den stetigen Abbildungen Fj
und F entsprechen.

g injektiv:

Es seien [(z,1)], [(y,7)] € X Uy Y beliebig mit g([(z,4)]) = g([(y,))])-
1. Fall: i =

Dann gilt

(txb oot <_1)l<1 - t)) = ({yla s 7’{yn7 (_1)](1 - N))
und somit ¢ = ¢, d.h. es ist entweder ¢ # 0 und z; = y; fiir alle i € {1,...,n}, also
[(z,4)] = [(y, )], oder ¢t = 0 und [(z,4)] = [(y, )] € {N, S}
2. Fall: i =0, j = 1 (oder umgekehrt)

Dann gilt N L
(txy,... te,, 1 —1t) = (tyr, ..., tyn,t —1)

und somit £ = 2 —t und ta; = (2 —t)y; fiir alle 4. Da wegen g([(y,1)]) € S"\{S} der
Fall t = 2 ausgeschlossen ist, folgt

2

= t g - PR T
[ [ [
2t 2 — Hff||22+1 HxH2

fir alle s € {1,...,n}, dh. y = ﬁ und somit [(y, 1)] = [(z, 0)].
x

g surjektiv:

Es sei y € S™ beliebig. Ist y = N, so gilt:
9([(0,1)]) = Fi(0,...,0,0) = (0,...,0,1) =y
Fiir y # N ist y,+1 < 1, und fiir das gesuchte Urbild z € R™ x {0} gilt:

r = N+s(y—N) = (sy1,...,8Yn, L + 5(Yp+1 — 1)) mit 1+ s(yps1 —1) =0

1
Somit gilt fiir s :=

g([(sy1, -, 8Yn, 0)]) = (Y1, Yn1) = ¥y xyv
S

Es geniigt, die Offenheit von F' nachzuweisen, denn wegen der Surjektivitdt von p
gilt fiir eine offene Teilmenge O C X Uy Y

9(0) = (gopop™)(0) = (Fop )(0),

und p~1(O) ist offen, da p stetig ist.

Fy ist als Abbildung von R"x {0} nach S™\{N} ein Homdomorphismus, insbesondere
also offen, und es ist auch Fy : R"x{0} — S™ offen, da S™\{ N} eine offene Teilmenge

g offen:
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b)

von S™ ist. Vollig analog 148t sich begriinden, dafl F} eine offene Abbildung ist. Nach
Definition der topologischen Summe sind X und Y offene Unterrdume von X UY,
und daher folgt die Offenheit von F' aus der Offenheit von Fjy und Fj.

Insgesamt: g ist ein Homdomorphismus.

Es seien
GL(n,R) := {M € M(n,R) | M invertierbar}

O(n,R) := {M € GL(n,R) | 'M = M~}

jeweils mit der Unterraumtopologie versehen.

Behauptung: GL(n,R) offen in M(n,R)

Beweis:

Eine Matrix M € M (n,R) ist genau dann invertierbar, wenn det(M) # 0 gilt. Die
Abbildung det : M(n,R) — R ist stetig, wie sich z.B. anhand der Leibniz-Formel
sehen 148t, und daher ist GL(n,R) = det~'(R\{0}) offen in M(n,R).
Behauptung: O(n,R) abgeschlossen in M (n,R)

Beweis:

Es gilt
O(n,R) = {M € GL(n,R) |'MM = E} = {M € M(n,R) |'MM = E},
denn fiir M € M(n,R) mit ‘MM = E ist wegen
(det M)? = det('MM) = det(E) = 1

det(M) € {£1}, insbesondere also det(M) # 0, d.h. M € GL(n,R). Da die Ab-
bildung f : M(n,R) — M(n,R), M +— ‘"M M offensichtlich stetig ist (Identifikation
von M(n,R) mit R™), ist O(n,R) = f~'({E}) abgeschlossen in M (n,R), da die
einpunktige Menge { £} abgeschlossen in M (n,R) ist.

Behauptung: O(n,R) nicht zusammenhéngend

Beweis:

Wegen E € O(n,R) und diag(—1,1,...,1) € O(n,R) ist nach dem in Teil b) Ge-
zeigten det(O(n,R)) = {—1, 1}, insbesondere also nicht zusammenhéngend. Da die
Abbildung det stetig ist, ist O(n,R) somit ebenfalls nicht zusammenhéngend.

Sawo



