Musterlésung zu Blatt 10 (Topologie I, SS 03)

36 a) Behauptung: M offen
& (F-zeM = MeF)

Beweis:
= F—-xeM
= U(x) CF
= M eU(x) C F (da M offen)

="
Zeige: Yx € M: M € U(z)
Sei x € M beliebig. Dann gilt U(z) — x
= M € U(z) (nach Voraussetzung)
b) Fiir z € X sei ®(z ) = {F Filter | F — x}.
Behauptung: U(z ﬂ F
Fed(z)
Beweis:
»C¥: F € O(x)
= U(x) CF
U(x) ﬂ F
Fed(x)
w2 U(x) € (), dalU(x) —
37 a) Behauptung: Ist F’ feiner als F, so gilt: F 2z = F —«x
Beweis:
Ist ' feiner als F, d.h. 7/ D F, und gilt F — x, d.h. F D U(x), so folgt unmittelbar
F' D U(x), also F' — x.
b) Behauptung: (z;)jen Folge in X mit z; — «
= Tyy) — ¢ Ve : N — N strikt monoton steigend

Beweis:

(z;)jen erzeugt mit der Filterbasis {{z; | ¢ > k} | k € N} einen Filter F, und es gilt
F — x, denn:

z;
VUecU(x)IkeNVi>k:x, €U
VUelU(z)IkeN:{x; |i >k} CU
VUelU(x):UeF
U(x) C F
F—x

— X
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Ebenso erzeugt (w,(j))jen mit der Filterbasis {{z,) | @ > k} | k € N} einen Filter
F'. F'ist feiner als F, d.h. es gilt 7' O F, denn:

UeF
= JdkeN: {x;|i>k}CU
= {zpu i 2k} C{a|i>k}CU
= UecF
Mit Teil a) folgt ' —  und somit z,;) — .

1. Moglichkeit:

F1 und F; seien zwei Ultrafilter auf X. Definiere Abbildungen f; : 75 — F; und
f2 . fl — fg durch
A falls Ae F;
fi(A) == {

X\A falls A ¢ F

fir i € {1,2}. Da F; ein Ultrafilter ist, ist f; wohldefiniert, denn nach Satz 5.8 gilt
fir A C X immer A € F; oder X\ A € F;. Esist fj o fo = idx,, denn fir A € Fy
gilt:

1. Fall: Ae F
Dann ist fi(f2(4)) = fi(4) = A.

2. Fall: A ¢ F,
Dann ist fi(f2(A)) = fi(X\A) = X\ (X\A) = A, da aus A € F; mit den
Filteraxiomen X\ A ¢ F folgt.

Vollig analog 148t sich fs o fi = idg, zeigen, d.h. f; und fs sind bijektiv und somit
F1 und F, gleichméchtig.
2. Moglichkeit:

Definiere auf der Potenzmenge P(X) eine Relation ~ durch:
A~B = A=BV A=X\B

~ ist eine Aquivalenzrelation, denn:

~ reflexiv: v

~ symmetrisch: v

~ transitiv: A~B N B~C
= (A=BV A=X\B) A (B=CV B=X\0C)
= A=CV A=X\C
= A~C

Bezeichnet 7 : P(X) — P(X)/ _ die kanonische Projektionsabbildung, so ist die
Einschrinkung 7|z : F — P(X)/ _ fiir jeden Ultrafilter F auf X bijektiv, denn:

~Y
7|7 injektiv:

Sind A, B € F mit 7(A) = n(B), so gilt A ~ B, d.h. es ist entweder A = B oder
A = X\B. Letztere Moglichkeit ist aber ausgeschlossen, da nach den Filteraxiomen
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nicht gleichzeitig B € F und X\ B € F gelten kann. Also ist A = B.

7|7 surjektiv:

Es sei [A] € P(X)/_, beliebig. Nach Satz 5.8 ist dann A € F oder X\ A € F, und
daher besitzt [A] = [X\ A] beziiglich der Abbildung 7 ein Urbild in F.

Somit ist gezeigt, dafl jeder Ultrafilter auf X die gleiche Méchtigkeit wie die Menge
P(X) N hat. Insbesondere sind je zwei solche Ultrafilter gleichméchtig.

39 a) F ist ein Filter auf X, denn:

(F1) 0 ¢ F nach Definition und X € F, da X\ X = () endlich
(F,) F,F'e F = X\(FNF)=(X\F)U(X\F) endlich und FN F' £ 0, da X
—_—

endlich endlich
unendlich, d.h. FNF' € F

(F3) FeF, FCF' = X\F' CX\F endlich, d.h. F' € F
b) Fiir jedes F € F gilt F = X, denn F ist abgeschlossen, d.h. X\ F ist offen und

somit X'\ (X \F) = F endlich (im Widerspruch zu F unendlich, da X\ F' endlich)
oder X\ F' = (). Damit folgt, daf die Menge der Berithrungspunkte von F gegeben

ist durch: B
ﬂ F =X
FeF

Sawo



