Musterl6sung zu Blatt 13 (Topologie I, SS 03)

48 a) A= {(z,y) e R? | y* — ' =0} und B := {(z,y) € R? | y*> — (z2 + 1)? = 0} sind
als Unterraume von R? beide hausdorffsch und besitzen eine abzihlbare Basis.

Y B
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A ist nicht lokal-euklidisch:
Annahme: A lokal-euklidisch in (0, 0)

Es sei U eine Umgebung von (0,0) in A. U kann ohne Einschrinkung so gewéhlt
werden, dafl ein Homdomorphismus ¢ : U — B(x,r) C R" mit ¢(0,0) = = existiert

(Denn: Ist ¢ : U — V C R" ein Homdomorphismus mit ©(0,0) =: z, so existiert ein
r >0, so daB B(x,r) C V. Wihle U := o~ }(B(z,r)).). Da R? durch Herausnahme
der z-Achse und der y-Achse in vier Zusammenhangskomponenten zerfallt, zerfillt
auch U\ {(0,0)} in mindestens vier Zusammenhangskomponenten (es sind sogar
genau vier). B(z,r)\z dagegen ist zusammenhéngend, falls n > 2 ist, und besteht
aus genau zwei Zusammenhangskomponenten, falls n = 1 ist. Widerspruch!

Also ist A nicht lokal-euklidisch.

B ist lokal-euklidisch:
Die Abbildungen

pr: R — R? p_: R — R?
und
r — (z,72+1) r — (z,—(z*+1))

sind Homo6éomorphismen auf ihre Bilder.

b) sl(n,R) = {M € M(n,R) | Spur(M) = 0} ist als Teilraum von R™ hausdorffsch
mit abzéhlbarer Basis der Topologie. Um zu zeigen, daf sl(n, R) lokal-euklidisch ist,
untersuche zunéchst die Stelle O € sl(n, R) (Nullmatrix). Die Abbildung

Spur M(n,R) — R

(az’j)i,je{l ..... ny Zan'

=1
ist stetig differenzierbar mit Spur(Q) = 0, und es gilt:
0

0a11

Spur(Q) = %(t — Spur(diag(t,0,...,0)) =1t) e 1 #0

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen ist daher eine Umgebung von Q in sl(n, R)
hom@omorph zu einer offenen Teilmenge des R~ (sieche Vorlesung).
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Fir A € sl(n,R) ist B — A + B ein Homéomorphismus von sl(n,R) auf sich, der
O auf A abbildet. Somit besitzt auch A eine Umgebung, die homéomorph zu einer
offenen Teilmenge des R~ ist, d.h. sl(n, R) ist eine topologische Mannigfaltigkeit
der Dimension n? — 1.

Es seien K, Y topologische Rdume, K quasikompakt und p : K XY — Y die
Projektion. Dann ist p abgeschlossen, denn:

Sei A C K x Y abgeschlossen.

Zeige: Y\p(A) offen in Y

Es sei yo € Y \p(A) beliebig. Dann ist (z,y9) € (K x Y)\ A fiir alle z € K. Da
die Mengen der Form U x V mit U C K offen und V' C Y offen eine Basis der
Produkttopologie bilden und (K x Y)\ A offen ist, existieren zu jedem x € K offene
Mengen U, C K und V, C Y mit (z,y) € U, x Vi C (K X Y)\ A. (Up)zex
ist eine offene Uberdeckung des quasikompakten Raums K, und somit existieren

x1,...,o, € K, so dafl U Uy, = K gilt. 1 = ﬂ V., ist eine offene Umgebung
j=1

von yo mit Vo C Y\p(A), denn ist y € V; beheblg, so gibt es zu jedem z € K ein
je{l,...,ntmit x € Uy, und (2,y) € Uy, x Vo C U, x V,,; C (K x Y)\ A, d.h. es
ist p~1(y) C (K x Y)\ A und somit y ¢ p(A).

Also ist p(A) abgeschlossen in Y, d.h. p ist eine abgeschlossene Abbildung.

Nach Aufgabe 1 wird auf dem Vektorraum M aller Folgen reeller Zahlen mit kon-

vergenter Quadratsumme durch |[[(z,,)]|, = |/ >_ 22 eine Norm definiert. Es sei
n=1
A= {(zn)nen € M [ ||(za)l, = 1}

A ist zwar beschrankt und abgeschlossen in M, aber nicht kompakt, denn:

Annahme: A kompakt

Definiere eine Folge (a);cy in M durch a®® := (a)jen mit
; 0 fallsi#j
a. .=
! 1 fallsi=j

fiir 7, 7 € N. Dann ist

la®]], =

d.h. ¢ € A fiir alle 7 € N.

1. Moglichkeit:

Nach dem Korollar zu Satz 7.1 besitzt jede Folge in einem quasikompakten Raum
einen Haufungspunkt. Sei also (b;) ey ein Haufungspunkt von (a);cy. Dann enthélt
jede Umgebung von (b;) ey eine Teilfolge von (a?);cy, und insbesondere enthiilt
der offene Ball B((b;);en,3) unendlich viele Folgeglieder. Fiir beliebige Elemente
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a®,a® € B((b;)jen, 3) mit i # k gilt jedoch:

8

VE = X - = e —a®), < (a® = b)), + (k) - a®,

T
I

= 1 Widerspruch!

DO | —

+

DN | —

2. Moglichkeit:

Da M ein normierter — insbesondere also ein metrischer — Raum ist, ist A nach Satz
7.19 folgenkompakt, d.h. jede Folge in A besitzt eine konvergente Teilfolge. Wegen

o —a®], =

fiir i # k gibt es keine Teilfolge von (a®));cy, die konvergiert (und somit eine Cauchy-
Folge ist). Widerspruch!
3. Moglichkeit:

Betrachte die offene Uberdeckung von A, die durch die Mengen B(a, ) NA mit
a € A gegeben ist. Wegen [|a® — a(k)||2 = /2 fiir i # k (siehe 2. Moglichkeit)
enthélt jede der Mengen héchstens ein Element a®, und somit besitzt die zugehorige
Uberdeckung keine endliche Teiliiberdeckung. Widerspruch!

Also ist A nicht kompakt.
Es sei f: S — D? bijektiv.
Annahme: f stetig

Da S! (quasi-)kompakt und D? hausdorffsch ist, folgt aus dem Korollar zu Satz
7.9, dafl f ein Homomorphismus ist. Aber S'\{(1,0),(—1,0)} zerfillt in zwei Zu-
sammenhangskomponenten und D?\ {f(1,0), f(—1,0)} ist zusammenhingend, da
wegzusammenhéngend. Widerspruch!

Also kann f nicht stetig sein.

Sawo



