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Aufgabe 1 Harmonische und konforme Abbildungen
Es sei v das Argument in Q = {z € C : Rez < 0,Imz > 0} mit u(i — 1) = 3/4 7.

a) Skizzieren Sie die Niveaumengen I'c = {z € Q : u(z) = ¢}, ¢ € (7/2, ) sowie die Mengen
1
V = T(Q) und T(T) mit T(z) = 5 ks
—z

b) Begriinden Sie, daB w o 77! in V harmonisch ist, und berechnen Sie linéu o T7(2) fiir
zZ—

¢ € 0V, sofern dieser Grenzwert existiert.

c) Fiir z € V sei a(z) der Winkel zwischen den Strecken [z, —1] und [z, 1]. Zeigen Sie a(z) =
u o T71(2) und folgern Sie einen bekannten Satz der Geometrie.

Aufgabe 2 Harmonisches Maf in Ringgebieten
Es sei 7 > 1 und u die Losung des Dirichlet-Problems Au =0in A ={z€ C : 1 < |z| < r},
u(z) =0 fir |2| =1 und u(z) =1 fiir |z| = .

a) Beweisen Sie, dafl u rotationssymmetrisch ist.

b) Zeigen Sie, dafi rotationssymmetrische, harmonische Funktionen f die Form f(z) = ®(]z|)
besitzen mit ®”(r) + ®'(r)/r = 0.

¢) Bestimmen Sie u.

d) Essei D = {z 4 iy € C : 1442% 4 225y* < 400}. Losen Sie das Dirichlet-Problem Av = 0
in Q= D\[-1,1], u(z) =0 fiir z € [-1,1], u(z) =1 fiir z € ID. Hinweis: Verwenden
Sie die Joukowski-Funktion.

Aufgabe 3 Harmonische Funktionen und Fourier-Reihen
Losen Sie das Dirichlet-Problem Au =0 in D, u (") = t(27 — t), t € [0,27).
Aufgabe 4 Harmonische Funktionen in der oberen Halbebene
Gegeben sei eine stetige und beschriankte Funktion h : R — R, und es sei
u(z)zl/oo Y _ne)ds, z=a+iyeH
T J - (x_§)2+y2
mit H= {z€ C : Imz > 0}.

a) Beweisen Sie i) v € C°°(H), ii) w ist harmonisch in H und iii) lim u(z) = h(z) fir z € R.
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b) Bestimmen Sie u(i) fiir eine in H harmonische und in H = HUR U {oo} stetige Funktion
u mit u(x) = |arctanz|, z € R.



