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Aufgabe 1 Doppelverhältnis und Schwarzsche Ableitung

Gegeben sei eine in einer Umgebung von 0 holomorphe Funktion f(z) = z+η2z
2+η3z

3+. . .
sowie paarweise verschiedene komplexe Zahlen a, b, c, d. Beweisen Sie für t ∈ R

(f(at), f(bt), f(ct), f(dt))

(a, b, c, d)
= 1 +

t2

6
(a− b)(c− d) {f, z}|z=0 + O

(
t3

)
, t → 0 .

Aufgabe 2 Sternförmigkeit

Gegeben sei f ∈ S mit sternförmigem Bildgebiet (bzgl. 0). Beweisen Sie, daß f(Kr(0)),
0 < r < 1, ebenfalls sternförmig bzgl. 0 ist.
Hinweis: f(D) sternförmig ⇐⇒ zu t mit 0 < t < 1 gibt es holomorphes ω : D → D mit
ω(0) = 0 und tf(z) = f(ω(z)).

Aufgabe 3 Kettenregel für die Schwarzsche Ableitung

Gegeben seien zwei Gebiete D, G ⊂ C, sowie holomorphe Abbildungen f : D → G und
g : G → C mit f ′(w) 6= 0 in D und g′(z) 6= 0 in G. Zeigen Sie

{f ◦ g, z} = [g′(z)]2 {f, w}|w=g(z) + {g, z} , z ∈ D .

Aufgabe 4 Ein notwendiges Kriterium für Schlichtheit

Es sei f ∈ S und ζ ∈ D. Berechnen Sie {g, z}|z=0 für die Abbildung

g(z) =

f

(
z + ζ

1 + ζz

)
− f(ζ)

(1− |ζ|2) f ′(ζ)

und folgern Sie

|{f, ζ}| ≤ 6

(1− |ζ|2)2 , |ζ| < 1 .

Zeigen Sie weiter, daß diese Abschätzung scharf ist.


