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Aufgabe 1 ( 4 Punkte)

Es seien V' ein euklidischer Vektorraum endlicher Dimension, a € V' ein Vektor der Lange
Einsund G := b+sp(a), b € V, eine Gerade. Zeigen Sie, dass jede involutorische Bewegung,
die genau die Punkte der Geraden G festhalt, die Form

Se: V-V, v 2(v,a)a—v+2(b— (b a)a)
besitzt. S heifit die Spiegelung an der Geraden G.

Anleitung: Zeigen Sie zuerst fiir Bewegungen ¢, die folgenden Aussagen (p € V' heifit
Fixpunkt von ¢, wenn ¢(p) = p ist).

a) Ist H eine Gerade durch den Nullpunkt und L eine involutorische Isometrie, die
genau die Punkte der Geraden H festhilt, so existiert eine ON-Basis von V', so
dass L durch die Matrix A := diag(—1,...,—1,1) beschrieben wird.

b) Es sei a € V mit |a| = 1, H = sp(a), dann wird die Isometrie L aus Aufgabenteil
a) durch die folgende Abbildung Sy beschrieben:

Sy V =V, v 2(v,a)a —v.
¢) ¢ involutorisch < p1~! involutorisch.
d) p € V Fixpunkt von ¢ < ¢ (p) Fixpunkt von 1=t

Aufgabe 2 ( 4 Punkte)
Es sei V' ein C-Vektorraum mit C-Basis vy, vq, ..., Up,.
a) Zeigen  Sie, dass V  auch ein R-Vektorraum ist und dass
V1, Vo, ..., Up, 1V, 10y, . . ., iv, eine R-Basis von V als R-Vektorraum ist (i* = —1).
b) Es sei L : V. — V eine R-lineare Abbildung mit Darstellungsmatrix C' bzgl. der
R-Basis vy, vg, ..., vy, ivy, ivs, ..., iv, von V. Zeigen Sie:
. . . A _B . . (TL )
i) L ist C — linear & C' = B A mit geeigneten A, B € R"™"™).
i1) L ist C — antilinear < C = B A mit geeigneten A, B € R"™™,

bitte wenden



Aufgabe 3 ( 4 Punkte)
Es sei (v;)ien ein abzdhlbares UN-System des unitdren Vektorraumes V. Fir £ € N
definieren wir Uy := sp(vq,vg, ..., v;). Dann gilt V = U @ UkL. Ferner sei P, : V — U,
die senkrechte Projektion von V' auf Uy. Zeigen Sie:

a) Fiir alle v € V gilt: Py(v) = S2F, H(v, v;)v;.

b) Fiir alle &,...,§, € Cund v € V gilt:

k
v = Z §iv;
i=1

wobei in der ersten Ungleichung genau dann Gleichheit gilt, wenn & = H (v, v;),
1 <1 < E, ist.
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c) Es gilt die Besselsche Ungleichung:
Y IH @) < ol
i=1

( Die Groflen H (v, v;) heiflen die komplexen Fourier-Koeffizienten von v bzgl. (v;);en. )

Aufgabe 4 ( 4 Punkte)

Es sei A := AG(V, K) := (P, G) der affine Raum iiber V. Beweisen Sie den Strahlensatz,
d.h. die folgende Aussage:

Sind G, H € G zwei Geraden, die sich in genau einem Punkt p € P schneiden, und
a,b € G, ¢c,d € H Punkte mit a,b, ¢, d, p paarweise verschieden, dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

a) @,c ist parallel zu b, d.
b) TV(p,a;b) = TV(p, ¢;d).

Punkte: Insgesamt sind 16 Punkte erreichbar.
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