Losungen zur Klausur Analysis 1
von Sebastian Griitering und Stefan Kaspar

Aufgabe 1:

Fiir n € N bestimme den Wert der Summe ) (Z)
k=0

Losung:
Behauptung: Y (}) =2
k=0

Beweis: (Vollstandige Induktion nach n)

Induktionsanfang: n = 1

2121+1(3)+(})§30(i)

Induktionsschritt: n — n + 1

S =08+ £ e+ 0

Alternativ:
Auf einem Hausaufgabenzettel haben wir die allgemeine binomische Formel
(CL’ + y)n — Z (Z)xk 3 yn—k'

bewiesen und mit z = y = 1 folgt:

> ()=

k=0



Aufgabe 2:

Seien (an)neny und (b, )nen konvergente Folgen in R, und es sei a := lim a,,
und b := lim b,,.

Zeige direkt - ohne Verwendung von Sétzen aus der Vorlesung - das
lim(a, +b,) = a+b.

Beweis:

(an, — a) ist Nullfolge

=Ve>0, Ing €N, Vn>n; :|a, —al < %,
(b, — b) ist Nullfolge

= Ve >0, dns €N, Vn2n2:|bn—b|<g

Wiéhle ng = max{ni,na}
=Ve>0, IngeN, Vn>ng : |[(ap —a)+ (bp —b)| < |an —al+|b, —b| <e
~—— ——

< <

€ €
2 2
= ((an — a) + (b, — b)) ist Nullfolge

= lim(a, +b,) =a+b



Aufgabe 3:
Untersuche folgende Reihen auf Konvergenz:
a) 21( Yn—1)"

n=

Loésung:

Anwendung des Wurzelkriteriums:

lim {/|/n — 1" = lim | {/n — 1]

Ubungszettel = lim {/n =1
= (¢/n — 1) ist Nullfolge

= lim |Y/n—1]=0
Da lim |{/n — 1| = 0 < 1 folgt aus dem Wurzelkriterium:

o)
> (Y/n —1)™ ist absolut konvergent

n=1

b) ) n3+n
n=3vVn® —3nt+7

Losung:

Anwendung des Quotientenvergleichstest:

Annahme: Die Reihe divergiert = z.z.: lim |Z—n| >0
n

Setze b, = +, da >+ divergiert.

S nd+n
Betréige konnen weggelassen werden, da )

— >0,
n=3 \/n0_3n4+7
vn € N,n > 3. Also:

n3+n

Voo nty _ g (WP4n)om n* +n?

= _— = iMmM————
1 TV =3+ T T VRS =3t + 7
. (n* +n2)? . [n®+2n8 4+t
=lim—a—= = lim\| = =l
Vnb —3nt 47 nd —3nt 47

= Der Term unter der Wurzel ist > 0, Vn € N, n > 3 und divergiert gegen
+00.

lim

. . o & nd+n
Quotientenvergleichstest = die Reihe >

m diVergiert.
n=3 VN° — an* +



< 3"n!

) X

n=1 n"

Loésung:

Anwendung des Quotientenkriteriums:

‘ dn+1 nJrl)' |
l “(n¥1)n L
3nn!
Y

n

3 n'>0,VneN
nn

Betrage konnen weggelassen werden, da

3" (n41)!

T | rnaF | —3-3"-nl-(n+1) n" Tim 3-n"

m = lim . =1

37':7?'| (n+1)™-(n+1) 37-n! (n+ 1)

Ubungszettel = (1+ 1) =e<3

— 3
=lim——=->1

I+ e

[e%e] nnl
nach dem Quotientenkriterium folgt deswegen, dass die Reihe > —

n=1 N
divergiert.




Aufgabe 4:
Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion.
Definiere fi, f— : I — R durch

| fl(z), falls f(z)>0
f+(@) '_{ 0, falls f(z) <

0
_ ) —f(z), falls f(xr) <0
f-(x) = { 0, falls f(z) >0

Zeige:
0) f = fo—found |f] = f4+ .

b) f ist genau dann stetig wenn f, und f_ stetig sind.

Losung:

0) 2z f = fi — [

Beweis:

1 Fall: f(z)=0

= fi(@) =0, () =0

= f+(@) = f-() =0-0= f(z)

2 Fall: f(z) >0

= f+(@) = f(z), f-(z) =0

= fi(2) — f-(z) = f(z) = 0= f(z)
3 Fall: f(z) <0

= f+(2) =0, f-(z) = —f(z)

= fi(z) — f-(z) =0—(=f(z)) = f(2)

= f=f—f
z.z.: |f| = fy + f-
Beweis:

1 Fall: f(z) =0

= fi(2) =0, f-(z)=0

= f+(@) + f-(z) =0+ 0=|f(z)|

2 Fall: f(z) >0

= f+(z) = f(z), f-(z) =0

= fr(@) + f-(2) = f(2) + 0 = |f(z)]

3 Fall: f(z) <0

= f+(z) =0, f-(z) = —f(z)

= f+(@) + f-(z) =0+ (= f(2)) = = f(2) = |f(2)]

= |fl=fr+f-



b) z.z.: f ist genau dann stetig wenn f; und f_ stetig sind
Beweis:

oy

z.z.: fy ist stetig

1. Fall: f(z) >0

= f(z) = f(2)
= f4 ist stetig in a € I, falls gilt: f(a) >0

2. Fall: f(x)=0

Seien £ > 0 und die beliebigen Folgen (z,,), (y,) in I gegeben mit
() <z, Vn €N, lim(z,) =z und (y,) >z, Vn € N, lim(y,) = «.

i) f ist in einer e-Umgebung von x Null oder negativ

= f4 ist in der e-Umgebung konstant null und trivialerweise stetig

ii) f ist in einer e-Umgebung von «x linksseitig positiv, rechtsseitig Null oder

negativ

Ab einem gewissen Index ny € N gilt: fi (z,,) = f(zn)
= lim f(z,) = lim f (x,) =0

Ab einem gewissen Index no € N gilt: fi(y,) =0
= lim f4 (y,) =0
iii) f ist rechtsseitig positiv, linksseitig Null oder negativ
iv) f ist beidseitig positiv
ili), iv) analog zu ii) unter Beriicksichtigung der Vorraussetzung.
= f4 ist stetig in a € I, falls gilt: f(a) =0
3. Fall: f(z) <0
Sei (x,) eine beliebige Folge in I mit (z,) # z, Vn € N, lim(z,) = z.

= Ab einem gewissen Index ng € N gilt: fi (z,) =0
= f ist stetig in a € I, falls gilt: f(a) <0

= f ist stetig

Analog kann man zeigen, dass f_ stetig ist.

« “
P

Vorraussetzung: f, f_ stetig

Satz aus der Vorlesung:

Seien X C R und f,g: X — R stetig, dann ist auch (f £ ¢g): X — R stetig.

Da f = fi — f_ ist f stetig.



Aufgabe 5:
Sei f: (a,b) — R eine stetige Funktion, a,b € R, a < b.

a) z.z.: Ist f gleichméBig stetig und (a,)nen eine Cauchyfolge, so ist auch
(f(an))nen eine Cauchyfolge.

Beweis:

Definition gleichmiflig stetig:
Ve >0, 30 >0, Vz,y € (a,b), |[x—y| <d=|f(z)— fly)| <e

Definition Cauchyfolge:
Ve >0, Ing €N, Vn,m > ng : |a, —an| <€

Sei € > 0 beliebig.
= es existiert ein § > 0, so dass gilt:

Yo,y € (a,b), v -yl < 6 = |f(z) — Fy)] <=

da fiir jedes § > 0 ein ng € N existiert, so dass gilt: Yn,m > ng : |a, — am| < 0
folgt daraus, dass: Ve > 0, Ing € N, Vn,m > ng : |f(an) — flam)| <€

= (f(an))nen ist Cauchyfolge.



b) z.z.: f ist gleichmé&Big stetig genau dann wenn mlgil+ f(x) und mlglr)li flx)
existieren (in R).

Beweis:

oy

Sei (5, )nen eine Folge in (a,b) mit z, > a, Vn € N und limz,, = a

Satz aus der Vorlesung: (z,) konvergiert < (z,,) ist Cauchyfolge.

aus dem Satz und a) folgt, dass (f(z,)) eine Cauchyfolge ist und dass (f(x,))
konvergiert

= lim f(x,) existiert und da limx, = a gilt: lim f(z,) = lim+ f(z)

r—a

Analog fiir hr?, f(x) mit der Folge (yn)nen fir die gilt:
Yn € (a,b), yp < b, Vn € Nund limy, =b

1P
]

Vorraussetzungen: f : (a,b) — R stetig und lim+ f(x), sowie lim f(x)

T—a r—b—

existieren in R

Satz aus der Vorlesung:

Ist g : [a,b] — R stetig, dann ist g gleichméfig stetig.

Setze f(a) = lim+ f(z) und f(b) = hril, fx).

= f(a) e Rund f(b) € R

= f ist stetig und kann auf die Intervallrinder stetig fortgesetzt werden

= f ist gleichméBig stetig



Aufgabe 6:

a) Sei I C R ein Intervall, f : I — R eine stetige Funktion und zg € I.
Sei f auflerdem differenzierbar in I'\{xo}.
Zeige: Wenn lim f'(z) existiert, so ist f differenzierbar in xg, und
T—T0

f'(zo) = lim f'(x).
r—Xo
Beweis:

Vorraussetzung: lim f’(z) =: L existiert.

T—xo
=Ve>0,30>0,Veel, 0<|z—xo|<d=|f(z)—L|<e (¥
f(x) = f(xo)

z.z.: lim
T—To Tr — X

Dieser Limes existiert und ist gleich L genau dann, wenn
f(x) = f(zo)

Xr — X

existiert und ist gleich L.

Ve>0,30 >0, Veel, 0<|z—x| <= — Ll <e (*%
Seien nun ein £ > 0 gegeben und ein § > 0 so gewé#hlt, dass (*) erfiillt ist.

Sei x € I so gewiihlt, dass 0 < |x — x| < 0 erfiillt ist.

f ist stetig auf [z, x0] U [zg, 2] und differenzierbar auf (z,z¢) U (zg, x).

1. Mittelwertsatz = 3¢ € (z,x0) U (z0, z) mit f'(§) = M.

— Zo
Nun ist wegen £ € (z,20) U (zg,2) und 0 < |x — zo| < 0 auch 0 < |§ — x| < 0
und nach Vorraussetzung folgt:

0<l|zi—mo| <d=|f(§)— Ll <e= J@) = f@o) _ ).
r — X
= (**) ist erfiillt und f/(xo) = lim W =L = lim f'(x).
T—To — Xo T—T0



b) Fiir n € N definiere die Funktion f : R — R

flz) = " sin —, x#0
0, =0

Zeige: Falls n > 3, so ist f differenzierbar.
Beweis:

f(z) ist auf R\ {0} differenzierbar, denn 2™ und sin(%) sind auf R\ {0}
differenzierbar, also auch 2™ - sin(1).
Falls lim f’(z) existiert, dann ist f auch in 0 differenzierbar

(nachw;ewiiaufgabe a).

f'(x) =na" ! sin(d) — 272 cos() =22 (na - sin(L) — cos(1))
Fiir n > 3 gilt:

iii% 1/ (z) existiert und ist gleich 0, da lim 2™ = 0, n € N, auflerdem ist

(nz - sin(2) — cos(L)) beschrénkt, da lir% (nz -sin(2)) =0
r—

(Hausaufgabenzettel) und lim cos(1) = 1, limcos(2) = —1

= lin%) ff(x)=0-(..)=0

= f ist differenzierbar, falls n > 3.

10



Aufgabe T:
a) z.z.: Vr €R, x> 0:sin(z) < x

Beweis:
sin(z)| [sin(z)| |sin(z) —sin(0)]
r | (z—0)

aus dem Mittelwertsatz folgt:

| sin(z) — sin(0)]
(z—0)

= sin(z) < |sin(2)| <

= |sin’(z;)| = | cos(x;)| < 1

b) Berechne das Taylorpolynom 7% (z) fiir die Funktion
f(z) = e *sin(x)

Losung:
f(l)(x) = —e Tsin(z) + e " cos(x); f(l)(O) =1
f@(2) = —2e7% cos(x); f@0) = -2

@) (x) = 2e7 cos(x) + 2e T sin(x); f3)(0) =2

1
Tg(m):1-0~1+1-1~x+§~(—2)-m2+
1
= §x3—x2—|—x

11



¢) z.z.: Yz € [0, 1] gilt:
|f(z) = T ()] < 5[]
Losung:
@ (2) = —4e sin(x)
Nach dem Satz von Taylor ist |f(z) — T% ()| das 3-te Restglied von f in xq.
IB()| = 5 - 1FO@] -2 = € 0,1], €€ [0,a]

IBS(@)| = 7 [(~4)e~ -sin(©)] -

Setze £ = x.
1
0 _ o -, o} Lpd
IB(@)] = o7 - [(~4)e~ -sin(a)] - @

aus a) folgt: z > sin(z)
1 1

= [RY(z)| < e ® - x-at=_e% 25
6 6

dae ™ <1, Vx e R, = >0 gilt:

1
[B(@)| < 5af

12



Aufgabe 8:

Berechne die folgenden Integrale:

a) [ade™ da

Losung:
Integration durch Substitution.

9 du
Setze u = —2° = — = -2z

dz
d 1 1 1
:>f—:c-u~e“_—u$=§fue“du: 5 [ue" — [ e*du] = §[ue“—e
1

= [ade " de = 3 [—xge_””z - e‘xz} +c

b) [ coszsin(2z) dx

Losung:

J cosasin(2z) dax = sinzsin(2z) — [ sinz cos(2z)2 dx

= sinzsin(2z) — 2 [~ cos cos(2z) — [ — cos x(— sin(2x))2 dz]

= sinx sin(2z) 4 2 cos z cos(2x) + 4 [ cos z sin(2z)dx

1 2
= [coszsin(2z) dx = ~3 sin z sin(2z) — 3 cos z cos(2x) + ¢
1
e) [———
) zVInz
Losung:
Integration durch Substitution.
du 1
Setze u =lnzx = — = —
dr «x

1 1 1.
ifm-de—fﬁdU—fu du = 2\/u

1
= [ ——=2Vlnz+c
/ xvVinzx
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