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Symbolisches Rechnen

12. Übung

Aufgabe 42 Berechnen Sie mit Hilfe der Hilbertfunktion die Dimension der affinen Va-
rietäten, die durch die folgenden Ideale definiert sind.

(i) a1 = 〈 xz, xy − 1 〉 ⊂ C[x, y, z],

(ii) a2 = 〈 zw − y2, xy − z3 〉 ⊂ C[x, y, z, w].

Aufgabe 43 Zeigen Sie, dass für die Hilbertfunktion HFa(d) und Ideale a, b ⊂ C[x1, . . . , xn]
gilt:

(i) a ⊂ b ⇒ HFa(d) ≥ HFb(d) ∀d,

(ii) a ⊂ b, HFa(d) = HFb(d) ∀d ⇒ a = b,

(iii) HFa+b(d) = HFa(d) + HFb(d) − HFa∩b(d) ∀d,

(iv) f sei ein Polynom vom Grad τ ⇒ HF〈 f 〉(d) =
(

d+n

n

)

−
(

d+n−τ

n

)

∀d ≥ τ .

Aufgabe 44 Die Polynome

f1 = y2 − x − 4y + 4

f2 = xy + y − 2

f3 = x2 − 3x − 2y + 4

bilden einen Gröbnerbasis des Ideals a ⊂ C[x, y] bezüglich der graduiert lexikographischen
Ordnung mit x > y.
Berechnen Sie Polynome g1 ∈ a∩C[x], g2 ∈ a∩C[y] und die reduzierte Gröbnerbasis von

√
a.

Aufgabe 45 Die Polynome

f1 = z4 − 3z3 − 4yz + 2z2 − y + 2z − 2

f2 = yz2 + 2yz − 2z2 + 1

f3 = y2 − 2yz + z2 − z

f4 = x + y − z

bilden eine Gröbnerbasis des Ideals a = 〈 f1, f2, f3, f4 〉 ⊂ Q[x, y, z] bezüglich der graduiert
revers lexikographischen Ordnung mit x > y > z.
Berechnen Sie mit dem FGLM-Algorithmus eine Gröbnerbasis von a bzgl. <lex mit z > y > x.

Abgabe: Donnerstag, den 20.1.2005 bis 12.15 Uhr in den Briefkästen im Mathematikgebäude.


