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Aufgabe 13: Seien (H,e) und (K, o) Gruppen mit neutralen Elementen 1y
bzw. 1k. Zeigen Sie:

1. Die Verkniipfung ((h, k), (W', k")) — (h @ b/, k o k') macht die Menge
H x K zu einer Gruppe. Sie heif3t dufieres direktes Produkt von H und
K und wird ebenfalls mit H x K bezeichnet.

2. Die Abbildungen ¢: H — H x K, h — (h,1g) und ¢»: K — H X
K, k — (1y, k) sind Homomorphismen. Die Untergruppen Bild ¢ und
Bild ¢ sind Normalteiler in H x K, und es gilt (Bild ¢)(Bild ) =
(Bild ¢)(Bild ¢).

3. Fiir die Elementanzahlen gilt |H x K| = |H| - |K]|.

4. Seien nun H und K Untergruppen einer Gruppe G. Dann heifit G
inneres direktes Produkt von H und K, falls H und K Normalteiler in G
sind und G = HK sowie HNK = {1} gilt. Zeigen Sie, dass dieses innere
direkte Produkt isomorph zu dem &ufleren direkten Produkt H x K ist.
(Deshalb wird héufig auf die Unterscheidung zwischen innerem und
duflerem direkten Produkt verzichtet.)

Aufgabe 14: Sei n eine natiirliche Zahl.
1. Beschreiben Sie Unter- und Faktorgruppen von Z, := Z/nZ.

2. Welche der folgenden Gruppen sind isomorph zueinander? Zsy X Zs, Zy,
‘/4, Zﬁ, Sg, ZQ X Zg, Zg, Z; und Zg

Aufgabe 15: Seien H Untergruppe und N Normalteiler einer Gruppe G.
Dann heifit G semi-direktes Produkt, in Zeichen G = N > H, wenn G = HN
und H NN = {1}. Zeigen Sie, dass ein direktes Produkt ein semi-direktes
Produkt ist. Finden Sie eine endliche Gruppe, die semi-direktes Produkt
zweier nichttrivialer Untergruppen, aber nicht isomorph zu ihrem direkten
Produkt ist.

Aufgabe 16: Zeigen Sie, dass die symmetrische Gruppe S, nur zwei nicht-
triviale Normalteiler besitzt, ndmlich die alternierende Gruppe A4 und V' :=
{(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Zu welcher Gruppe ist V isomorph? Zu
welcher Gruppe ist Sy4/V isomorph? Tipps: Sei {i, 4, k,(} = {1,2,3,4}. Sie
diirfen ohne Beweis verwenden: Jede Permutation in S, lésst sich in einer
der folgenden disjunkten Zykeldarstellungen schreiben (7)(j)(k)(1), (¢)(7)(kl),
(ig)(Kl), (4)(jkl), (1jkl). Weiterhin gilt fiir paarweise verschiedene iy, ..., i, €
{1,...,n}und o € S, dass o(iy...i,)o ' = (c(i1) ... 0(i)).



