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Aufgabe 49: Sei K ⊆ L eine Körpererweiterung und β1, . . . , βr ∈ L. Zeigen
Sie die Äquivalenz der folgenden Aussagen.

a) β1, . . . , βr sind algebraisch über K.

b) K(β1, . . . , βr) ist eine endliche Erweiterung über K.

c) K(β1, . . . , βr) ist eine algebraische Erweiterung über K.

Zeigen Sie weiter, sind K ⊆ L und L ⊆ H algebraische Erweiterungen, so ist
auch K ⊆ H algebraisch.

Aufgabe 50: Sei L = Q(Z) der Körper der rationalen Funktionen mit ratio-
nalen Koeffizienten und der Unbestimmten Z. Weiter sei K = Q( Z3

Z+1
). Zeigen

Sie, dass L eine einfache, algebraische Erweiterung von K ist. Bestimmen Sie
das Minimalpolynom von Z über K.

Aufgabe 51: Sei p eine Primzahl und K := Fp(T ) der Quotientenkörper des
Polynomrings über dem Körper mit p Elementen. Zeigen Sie, dass Xp − T ∈

K[X] irreduzibel über K ist und mehrfache Nullstellen hat. Zeigen Sie, dass
K ⊂ K[X]/(Xp − T ) eine nichtseparable Erweiterung ist.

Aufgabe 52: Bestimmen Sie die Galoisgruppe Gal(f : Q) des Polynoms
f := X5 − 4X + 2 ∈ Q[X]. Zeigen Sie dazu:

1. Das Polynom f ist irreduzibel und separabel. Die Ordnung von Gal(f :
Q) teilt 120. Die Galoisgruppe operiert transitiv auf den Wurzeln von
f und 5 teilt die Ordnung von Gal(f : Q).

2. Nach geeigneter Nummerierung gilt σ := (1 2 3 4 5) ∈ Gal(f : Q)
(Zykelschreibweise).

3. f besitzt genau drei reelle Nullstellen (Tipp: f ′ betrachten).

4. Gal(f : Q) enthält eine Transposition (a b) (Tipp: Komplexe Konjuga-
tion). Es gibt eine Potenz σn = (a b c d e).

5. S5 wird von (a b) und (a b c d e) erzeugt, also Gal(f : Q) = S5.


