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7.Übungsblatt zur Vorlesung Differentialgeometrie II

Aufgabe 1:
Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Die geodätische Reflexion in p ∈
M ist definiert als

σp : U −→ U, σp := expp ◦(−Id) ◦ (expp)
−1,

wobei U := expp(Bε(0)) und ε > 0, so dass expp : Bε(0) −→ M ein Diffeomorphismus
aufs Bild ist.
Zeige: Ist σp eine Isometrie für alle p ∈ M , dann ist M lokal symmetrisch (siehe
Aufgabenblatt 6).

(Hinweis: Zeige zunächst, dass σγ(t0)(γ(t0 + t)) = γ(t0 − t) und dσγ(to)(Ei(t0 + t)) =
−Ei(t0 − t) ist, wobei γ : I −→ M eine Geodäte und E1, ..., En : I −→ TM parallele
orthonormale Vektorfelder entlang γ sind.)

Aufgabe 2:
Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heißt symmetrisch, falls M vollständig
ist und es für jedes p ∈ M eine Isometrie σp : M −→ M mit σp(p) = p und dσp =
−IdTpM gibt. Zeige: Ist (M, g) symmetrisch, dann ist (M, g) auch lokal symmetrisch.

Aufgabe 3:
Sei (M, g) symmetrisch, γ : R −→ M eine Geodäte, E1(t), ..., En(t) parallele ortho-
normale Vektorfelder entlang γ. Zeige:

a) Für jedes t ∈ R gibt es genau eine Isometrie σt : M −→ M , so dass für alle
s ∈ R gilt:

1) σt(γ(s)) = γ(s + t)

2) dσt(Ei(s)) = Ei(s + t).

b) Es gilt: σt1 ◦ σt2 = σt1+t2 , d.h. {σt|t ∈ R} ist eine Untergruppe der Isometrie-
gruppe, genannt die Transvektionsgruppe von γ.

Aufgabe 4:
Zeige: (Rn, g) mit der Standardmetrik ist ein symmetrsicher Raum, und beschreibe
die Transvektionsgruppen.

Aufgabe 5:
Zeige: (Sn, g) mit der kanonischen Metrik ist ein symmetrischer Raum, und beschrei-
be die Transvektionsgruppen.


