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Aufgabe 1:

Die Einheitssphäre S2 im R3 ist gegeben durch

S2 =
{
(x1, x2, x3) ∈ R3 |x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1
}
.

C =
{
z = x+ iy |x, y ∈ R

} ∼= R2

bezeichne die Menge der komplexen Zahlen. Sei ∞ ein nicht zu C gehöriger Punkt und es
sei Ĉ := C ∪ {∞} .

Als stereographische Projektion bezeichnet man die Abbildung

ψ : S2 → Ĉ ,

ψ(x1, x2, x3) :=


x1 + ix2

1− x3
falls (x1, x2, x3) 6= (0, 0, 1)

∞ falls (x1, x2, x3) = (0, 0, 1)

(a) Zeigen Sie, dass ψ bijektiv ist, und geben Sie die Umkehrabbildung ψ−1 an.

(b) Durch

d : Ĉ× Ĉ→ R
+ ,

d(z1, z2) :=
∥∥ψ−1(z1)− ψ−1(z2)

∥∥
wird eine Metrik auf Ĉ erklärt (Beweis!). Dabei bezeichnet ‖ · ‖ den euklidischen
Abstand im R3 . Die Metrik d heißt die chordale Metrik.

Drücken Sie d(z1, z2) möglichst einfach durch z1 und z2 aus.

(c) Zeigen Sie, dass ψ : (S2, ‖ · ‖) → (Ĉ, d) ein Homöomorphismus ist, d.h. dass ψ und
ψ−1 stetig sind.

(d) Beweisen Sie, dass ψ Kreise auf S2 in Kreise und Geraden der Ebene abbildet.


