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Aufgabe 2:

Eine Reihe der Form
∑

an(z − z0)n :=
∞∑

n=0
an(z − z0)n mit an, z0 ∈ C, heißt (komplexe)

Potenzreihe. Es sei µ := lim sup
n→∞

n
√
|an| ∈ R ∪ {∞}.

Wir nennen R :=


µ−1 falls µ 6= 0,∞
∞ falls µ = 0
0 falls µ = ∞

den Konvergenzradius der Potenzreihe und

nennen ihn positiv wenn R 6= 0. Wir bezeichnen mit Bρ(w) =
{
z ∈ C| |z − w| < ρ

}
die offene Kreisscheibe um w ∈ C mit Radius ρ ∈ R ∪ {∞}. Dabei ist B∞(w) = C und
B0(w) = {w}.

i) [Konvergenz von Potenzreihen]. Seien
∑

an(z− z0)n, µ und R wie oben. Zeigen
Sie, dass die Potenzreihe für z ∈ BR(z0) konvergiert und für z ∈ C\BR(z0) divergiert.

Hinweis: Unterscheiden Sie die drei Fälle R ∈ (0,∞), R = 0 und R = ∞ und schauen
Sie sich den Beweis für relle Potenzreihen noch einmal an.

ii) [“Ableitung” einer Potenzreihe]. Sei k ∈ N und die Potenzreihe
∑

an(z − z0)n

habe den Konvergenzradius R > 0. Zeigen Sie, dass die Potenzreihe∑
(n + k) · · · (n + 1)an+k(z − z0)n

den gleichen Potenzradius hat.

Aufgabe 3: [Summe und Cauchyprodukt von Potenzreihen]

Seien a(z) =
∑

anzn und b(z) =
∑

bnzn zwei Potenzreihen mit positiven Potenzradien
Ra, Rb > 0. Dann konvergieren die Summe

(a + b)(z) =
∑

(an + bn)zn

sowie das Cauchyprodukt

(ab)(z) =
∑

cnzn, mit cn =
n∑

k=0

akbn−k

mit Konvergenzradien R ≥ min{Ra, Rb}.

Hinweis: Schauen Sie sich den Beweis im Reellen noch einmal an.

Aufgabe 4: [Identitätssatz für Potenzreihen]

Die beiden Potenzreihen a(z) =
∑

an(z − z0)n und b(z) =
∑

bn(z − z0)n mögen beide den
Konvergenzradius R haben. Ausserdem gebe es eine gegen z0 konvergierende Folge (zk) in
C \ {z0} so dass für alle Folgenglieder a(zk) = b(zk) ist. Dann sind die beiden Potenzreihen
identisch, das heißt es gilt an = bn für alle n.



Aufgabe 5: [Holomorphie von Potenzreihen]

Sei
∑

an(z− z0)n eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius R > 0. Zeigen Sie, dass

f : BR(z0) → C, f(z) =
∞∑

n=0
an(z − z0)n

holomorph in BR(z0) ist, und für die Ableitung von f

f ′(z) =
∑

n an(z − z0)n−1 ∀ z ∈ BR(z0) .

gilt.

Aufgabe 6: [Spielerei mit Additionstheoremen]

Es seien ez =
∑

1
n!z

n, cos z =
∑ (−1)n

(2n)! z2n und sin z =
∑ (−1)n

(2n+1)!z
2n+1 die in der Vorlesung

vorgestellten Potenzreihen. Man zeigt (fast) leicht die wichtigen Identitäten

eiz = cos z + i sin z und ez+w = ezew

und damit cos z = 1
2 (eiz + e−iz) = cos(−z) und sin z = 1

2i (e
iz − e−iz) = − sin(−z). Daraus

folgen (wirklich) leicht die Formel von Moivre

(cos z + i sin z)m = cos(mz) + i sin(mz) ,

sowie die bekannten Additionstheoreme

cos(z + w) = cos z cos w − sin z sinw und sin(z + w) = cos z sinw + sin z cos w .

Das alles (und noch viel mehr) dürfen sie benutzen, um die folgenden Aufgaben zu lösen.

i) Zeigen Sie
n∑

k=0

cos(kz) =
1
2

+
sin(n + 1

2 )z
2 sin( z

2 )
.

ii) Stellen Sie cosn z (und analog sinn z) als Linearkombination der Funktionen sin(kz)
und cos(kz), k = 0, . . . , n, dar.

Hinweis zu i): Geometrische Reihe.


