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Aufgabe 31 [Residuensatz]

a) Gegeben sei eine rationale Funktion R = P
Q auf C. Das Polynom Q habe keine reellen

Nullstellen und der Grad von Q sei um mindestens eins größer als der Grad von P .
Zeigen Sie, dass das folgende uneigentliche Integral existiert und den angegebenen
Wert hat:

∞∫
−∞

R(t)eitdt = 2πi
∑
ξ∈H

resξ

(
R(z)eiz

)
.

Hinweis: Integrieren Sie die Funktion R(z)eiz über den Halbkreis in H mit Mittelpunkt
0 und Halbmesser auf der reellen Achse.

b) Berechnen Sie:

∞∫
−∞

√
x dx

x2 + 16
,

∞∫
0

cos x dx

1 + x4

Aufgabe 32 [Reelle Integration, Residuensatz]

Zeigen Sie, dass für jede ganze Zahl n ≥ 2 gilt:

∞∫
0

dx

1 + xn
=

π

n sin π
n

.

Aufgabe 33 [Satz von Mittag-Leffler, Residuensatz]

Zeigen Sie, dass der Cotangens die folgenden Partialbruchzerlegungen hat:

π cot(πz) =
1
z

+
∑

n∈Z\{0}

( 1
z − n

+
1
n

)
=

1
z

+
∞∑

n=0

2z

z2 − n2
.

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion f(ξ) := z
ξ(z−ξ)π cot(πξ) mit einfachen Polen in ξ =

z,±1,±2, . . . und einem zweifachen Pol in ξ = 0. Integrieren Sie diese Funktion über den
Rand von (−m− 1

2 ,m + 1
2 )× (−m− 1

2 ,m + 1
2 ) ⊂ C und führen Sie den Grenzwert m→∞

durch.


