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Wir betrachten auf diesem Zettel das Problem zweier konkurrierender Arten. Das heifit,
es gebe Populationen zweier Spezies x und y, die etwa um gemeinsames Futter oder
Lebensraum kdmpfen. Die zugehorigen Wachstumsgleichungen haben dann die Form

{9’6 = M(z,y)z

v = N(x,y)y

(1)
Dabei seien die Wachstumsraten M, N € C'(R?* R). Wir interessieren uns fiir z,y > 0.
Das System erfiille die folgenden drei Bedingungen:

(i) %—]y”<0und%<0

i) IK>0: (x> KVy>K)= (M(x,y) <OAN(z,y) <0)

(
(i) 3a > 0: (zr <a = M(x,0) > 0) A (x >a= M(z,0) <0) und
b>0:(y<b=N(0,y) >0)A(y>b= N(0,y) <0)

Aufgabe 25
Gegeben sei die Differentialgleichung

{jc:x(2—x—y)

) i=y(3-20-y)

a) Zeigen Sie: Die Differentialgleichung erfiilllt die Bedingungen (i)-(iii) fiir das Modell
konkurrierender Arten.

b) Skizzieren Sie das Richtungsfeld und Phasenraumportrait der Differentialgleichung im
Quadranten = > 0,y > 0.

¢) Untersuchen Sie die Ruhelagen auf Stabilitét.

d) Begriinden Sie, in welchem Sinne es mathematisch mdoglich, aber doch sehr unwahr-
scheinlich ist, dass beide Arten iiberleben.

Aufgabe 26
a) Interpretieren Sie die Bedingungen (i)-(iii).
b) Zeigen Sie:

e Die Menge 1 = M~*(0) schneidet jede vertikale Linie {x} x R genau einmal, falls
0 <z < a, und nicht, falls x > a.

e Die Menge v = N~1(0) schneidet jede horizontale Linie R x {y} genau einmal, falls
0 <y < b, und nicht, falls y > b.



e Es gibt ein f € C([0,a],R), so dass p der Graph von f ist.
e Es gibt ein g € C'([0,8],R), so dass v = {(z,y) : z = g(y)}
c¢) Wir nehmen nun an, dass pNv = 0.

e Was bedeutet dies fiir die Wachstumsraten der beiden Populationen?
e Skizzieren Sie das Richtungsfeld im Phasenraum.
e Welche Gleichgewichtslosungen gibt es? Untersuchen Sie sie auf Stabilitét.

e Wie verhalten sich die anderen Losungen fiir t — oo?

d) Versuchen Sie, in derselben Weise den Fall N v # () zu diskutieren.

Aufgabe 27
Stellen Sie mit Hilfe der Differentialgleichung (1) ein Modell fiir zwei in Symbiose leben-
de Arten auf. Finden Sie dazu geeignete mathematische Formulierungen der folgenden
Bedingungen:

(i) Wenn die Population einer Art wichst, so steigt die Wachstumsrate der anderen Art.

(ii)) Wenn jeweils eine der beiden Populationen sehr grof ist, so wird ihre Population
schrumpfen.

(iii) Wenn beide Populationen sehr klein sind, so werden sie beide wachsen.
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