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Aufgabe 33
Wir betrachten fiir © > 0 die Differentialgleichung
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Weiter sei die Funktion L € C*(R?,R) gegeben durch
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a) Untersuchen Sie, ob L eine Liapunov-Funktion ist.

Skizzieren Sie mit Hilfe geeigneter Uberlegungen das Phasenportrait.

)
b) Zeigen Sie: L~1(0) ist invariant.
¢)

)

d) Bestimmen Sie jeweils die w-Limesmengen von (z,y) € R%,

Aufgabe 34
Gegeben sei die Differentialgleichung © = f(x) im R". Weiter sei M C R" eine abge-
schlossene Menge, deren Inneres intM ein Gebiet ist und die ein &ufleres Normalenfeld
n:0OM — R™\ {0} hat (d.h., in jedem Punkt x € OM zeigt der Vektor n(x) ,senkrecht
nach auflen®).

e Es gelte fiir alle x € OM die Bedingung (n(x), f(z)) < 0 (,Das Richtungsfeld der
Differentialgleichung zeigt nach Innen.). Zeigen Sie: M ist positiv invariant.

e Es ist sogar (n(x), f(z)) < 0 fiir alle z € OM hinreichend dafiir, dass M positiv
invariant ist (,,Invarianzsatz “).

Aufgabe 35: Brouwerscher Fixpunktsatz

Der Brouwersche Fixpunktsatz sagt:

Jede stetige Abbildung f von D, := {x € R" : |z| < 1} in sich hat einen Fixpunkt.
Beweisen Sie dies fiir den Fall, dass n = 2 und f stetig differenzierbar ist, indem sie die
Differentialgleichung & = = — f(z) betrachten.

Aufgabe 36
Es seien f und g C'-Vektorfelder auf R?, so dass fiir alle z € R? gilt: (f(z), g(x)) = 0.
Zeigen Sie: Wenn f eine geschlossene Trajektorie hat, so hat g eine Nullstelle.
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