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Abgabe bis Montag, 2. Januar 2006, 10:15 Uhr, in die Késten im Foyer.

Aufgabe 1 *
Die Folge der Fibonaccizahlen ist definiert durch

Jo:=0, fi:=1und frio:= fop1 + [, fiir n € No.

a) Beweisen Sie fiir alle n € Ny die Formel Y. f2 = f,foi1-
k=0

b) Beweisen Sie fiir alle n € Ny die Formel f2, | + f2 = fon41.

d) Die Folge (ay,) sei definiert durch a,, := £ 4. Zeigen Sie: Die Folge (a,) ist konvergent
mit lim = a.

n—oo

e) Die Folge (a,) ist nicht monoton.

Bemerkung: Die Zahl a ist gerade der ,,Goldene Schnitt® der bildenden Kunst.
Hinweis zu c): Es ist 1 +a = a®.

Aufgabe 2 *
Die Folgen (ay,), (b,) und (c,) seien definiert durch:

an :=V/n + 1000 — \/n, b, :=\/n++/n—+/nund ¢, := n—l—ﬁ—\/ﬁ

a) Berechnen Sie mit ihrem Taschenrechner die Werte a,,, b, und ¢, fiir ein n € N so
gross wie moglich.

b) Zeigen Sie: Fiir n < 10 gilt a, > b, > c,.

c¢) Zeigen Sie: lim a,, = 0, lim b, = L und (c,) konvergiert uneigentlich gegen oo.
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*=Die beiden ersten Aufgaben dienen in erster Linie der Wiederholung. Bearbeitungen
zu diesen beiden Aufgaben bitte in Briefkasten Nr.30 einwerfen.



Aufgabe 3

(Aus dem Schulunterricht der 10.Klasse.) Gegeben sei ein Kreis mit Radius 1. Diesem
werde ein Quadrat, ein regelméssiges Achteck,..., ein regelméssiges 2"-Eck (n € N;n > 1)
einbeschrieben.

a) Fertigen Sie eine geeignete Skizze an.
b) Berechnen Sie den Flicheninhalt A, des einbeschriebenen 2"-Ecks.

c¢) Begriinden sie (vor dem Hintergrund der Analysisvorlesung), warum die Folge (A4,,)
konvergiert.

d) Geben Sie eine sinnvolle Nidherung fir lim A, an.
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Aufgabe 4
Gegeben seien die Funtionen f: R — Rund ¢g: R\ {—1,1} — R mit:

1—cosz .
5 fur:v;é() IQ—QT

fla) = v g(x) =

firz=0 o =1

N[

1 —cos2h
a) Zeigen Sie, dass f stetig in 0 ist, indem Sie den Grenzwert lim — 2 auswerten.
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(Tipp: Additionstheoreme!)

b) Zeigen Sie, dass g stetig ist. Ist ¢ in den Ausnahmepunkten 1 und —1 stetig fort-
setzbar?

Aufgabe 5

Gegeben sei das Polynom P(x) = 2% — 42% — 3x + 1. Zeigen Sie (ohne die Nullstelle
auszurechnen), daf P in [0, 1] eine Nullstelle besitzt, und fithren Sie ausgehend von diesem
Intervall 3 Schritte der Intervallhalbierung durch, um eine Ndherung fiir eine Nullstelle
zu bekommen.

Aufgabe 6

a) Der Grad n des Polynoms P(x) = a™ + a, 12" ! + ... + ao sei ungerade, und es
seien a < b gegeben mit P(a) > 0 und P(b) < 0. Zeigen Sie, dass P mindestens drei
verschiedene Nullstellen besitzt.

b) Zeigen Sie, dass eine stetige Funktion f : [0, 1] — [0, 1] einen Fixpunkt besitzt, d.h.
ein xy € [0,1] mit f(xg) = xp. (Hinweis: Untersuchen Sie f(z) — z.)
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