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Aufgabe 9:

a) Es sei X ein Banachraum und T ∈ L(X), ‖T‖ < 1. Für (Tn) ⊆ L(X) mit
‖Tn − T‖ → 0 für n → ∞ zeige man, daß ‖(I − Tn)−1 − (I − T )−1‖ → 0 für
n →∞ gilt.

b) Es seien (tjk)
∞
j,k=0 eine unendliche Matrix mit

∑∞
j,k=0 |tjk|2 < 1 und y = (yj) ∈ `2.

Man zeige, daß das unendliche System linearer Gleichungen

xj −
∞∑

k=0

tjkxk = yj, j = 0, 1, 2, . . .

eine eindeutige Lösung x = (xj) ∈ `2 besitzt.

c) Es seien (tjk)
∞
j,k=0 und x, y ∈ `2 wie in b). Man zeige, daß für jedes n ∈ N das

endliche Gleichungssystem

x
(n)
j −

n∑
k=0

tjkx
(n)
k = yj, j = 0, 1, . . . , n

eine eindeutige Lösung (x
(n)
0 , . . . , x

(n)
n ) hat. Für zn := (x

(n)
0 , . . . , x

(n)
n , 0, 0, . . . ) ∈ `2

zeige man: ‖zn − x‖`2 → 0 für n →∞.

Aufgabe 10: Es sei M ein separabler metrischer Raum und A eine Banachalgebra.

a) Es seien n ∈ N und fi : M → R für 1 ≤ i ≤ n stetige Funktionen ohne gemeinsa-
me Nullstelle, d. h. zu jedem x ∈ M gibt es ein i ∈ {1, . . . , n} mit fi(x) 6= 0. Man
zeige, daß es dann stetige Funktionen gi : M → R für 1 ≤ i ≤ n gibt mit

n∑
i=1

gi(x)fi(x) = 1 für alle x ∈ M .

Hinweis: Man verwende eine stetige Zerlegung der Eins.

b) Es sei f : M → A stetig, so daß f(x) linksinvertierbar in A ist für alle x ∈ M . Man
zeige, daß es dann eine stetige Funktion g : M → A gibt mit g(x)f(x) = e für alle
x ∈ M .

Hinweis: Man zeige zunächst, daß es für jedes x0 ∈ M eine Kugel Kε(x0) und eine stetige

Funktion gx0 : Kε(x0) → A gibt, so daß gx0(x)f(x) = e auf Kε(x0) gilt. Man benutze dann eine

stetige Zerlegung der Eins, um g zu definieren.

Aufgabe 11: Es sei X ein Banachraum und T ∈ L(X) mit

∞∑
n=0

‖T nx‖ < ∞, ∀x ∈ X.

Man versuche zu beweisen, daß dann (I − T )−1 : X → X existiert und stetig ist.


