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Aufgabe 53

Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und 〈., .〉 ein Skalarprodukt auf
V . Seien U, U1, U2 ⊆ V Untervektorräume.

a) Zeige (U⊥)⊥ = U .

b) Beweise oder widerlege die folgenden Aussagen:

(i) (U1 + U2)
⊥ = U⊥

1
∩ U⊥

2
,

(ii) (U1 ∩ U2)
⊥ = U⊥

1
∩ U⊥

2
.

Aufgabe 54

a) Zeige, dass β : R
4 × R

4 → R mit

β(
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
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

y1

y2

y3
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







) = x1y1−x1y2−x2y1+3x2y2+x3y3+2x3y4+2x4y3+5x4y4

ein Skalarprodukt ist.

b) Sei E = (~e1, ~e2, ~e3, ~e4) die kanonische Basis des R
4. Berechne mit Hilfe des

Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens die zu E gehörende
Orthonormalbasis bezüglich des in a) definierten Skalarproduktes β.

Aufgabe 55

Betrachte den R
4 mit dem Standardskalarprodukt und den von folgenden Vek-

toren aufgespannten Untervektorraum U := Lin{~v1, ~v2, ~v3}. Bestimme eine ON-
Basis von U und vom orthogonalen Komplement U⊥.

a) ~v1 =
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0
1
0
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

, ~v2 =
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, ~v3 =
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b) ~v1 =
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, ~v2 =
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(Bitte wenden.)



Aufgabe 56

Betrachte wieder den R
4 mit dem Standardskalarprodukt und den Untervektor-

raum U := Lin{~v1, ~v2, ~v3} mit den Vektoren ~v1, ~v2, ~v3 aus Aufgabe 55 a).

a) Laut Vorlesung gilt V = U ⊕U⊥. Schreibe die folgenden Vektoren ~x in der
Form ~x = ~x1 + ~x2, wobei ~x1 ∈ U und ~x2 ∈ U⊥:

~a :=









1
−1
5
6


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



, ~b :=
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

, ~c :=
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

.

b) Bestimme jeweils die Orthogonalprojektion von ~a,~b,~c auf U .


