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1. Aufgabenblatt zur Numerik 1
Abgabe: 26.10.2005, 18.00 Uhr in die Késten im Foyer

Landau-Symbole:
Fiir Funktionen ¢ : R™ — R und & : R™ — R bedeutet

g(x) = O (h(z)) firz — 0,

dass es ein xy > 0 und ein C' > 0 derart gibt, dass |g(z)] < C - |h(x)| fur
0 < x <z gilt. Entsprechend bedeutet

g(z) = o (h(x)) firx — 0,

dass es ein xy > 0 und eine Funktion ¢ : (0, z¢) — R mit lir% c(x) = 0 derart
gibt, dass |g(z)| < ¢(z) - |h(z)| fiir 0 < z < zq gilt.

Die Definitionen der Landau-Symbole fiir x — oo sind vollig analog.

Aufgabe 1 (Konvergenzgeschwindigkeit in der , h*-Skala“)

Schreiben Sie die folgenden Ausdriicke in der Form f(h) = O (h*) und f =o (h?) fir h — 0
mit méglichst grofen' o, 8 € R bzw. in der Form g(n) = O (n”) und g(n) = o (n’) fiir n — oo
mit moglichst kleinen? ~, 6 € R.

a) f(h) =5 (h* +h)° + 30 b) f(h) = cosh— 1+ h2/2

h) — 2si in(z —h

&) f(h) = sing + SHEHR) S’;“S’m“ ) seR\{kr : ke

d) f(h) = (k)" &) g(n) =0 —n- (1= /)’

f) g(n) =Inn+n'/? g) g(n) =n-e 3" h) g(n) =In (1—}—2"2)

Aufgabe 2 (Asymptotische Beziehungen)
Es seien f,g,h : R™ — R und n € N. Beweisen oder Widerlegen Sie:

Zk2 ) fiir n — oo
b) () O(z) firz —0 < f(x)=0(1) firz —0
c) ) =0 (1/vz),9(z) =0 (1/Inz),h(z) = O (1/z) firz — oo

(1/
x)—l—g()—i—h() O (1/z) fir x — oo

Worsicht: In einigen Fillen existiert kein gréBtes .
2Vorsicht: In einigen Fillen existiert kein kleinstes 4.



Aufgabe 3 (Zusammenhang der Asymptotik einer Funktion zu Integralen und Ableitungen)
Gegeben seien die Funktionen f : RT — R und ¢ : R — R. Beweisen oder Widerlegen Sie:

1
a) Ist f stetig und gilt f(z) = O (z~'/?) fiir z — 0, so existiert / f(z) dx .
0

b) Ist f stetig und gilt f(z) = O (z7/2) fiir z — oo, so existiert / f(x) dx .
1

c) Ist g auf R (n + 1)-mal stetig differenzierbar (n € N) und gilt g(0) = ¢'(0) = ... =
g™ (0) = 0, so folgt g(x) = O (™) fiir  — 0.

d) Ist g auf R n-mal stetig differenzierbar (n € N) und gilt g(0) = ¢'(0) = ... = g™ (0) = 0,
so folgt g(x) = o (a™) fir x — 0.

Hinweis zu c¢) und d): Taylorformel

Aufgabe 4 (Laufzeitanalyse eines Algorithmus)

Zur approximativen Losung eines Gleichungssystems mit n Unbekannten wird ein Verfahren
verwendet, das in jedem Rechenschritt den Fehler der Naherung um den Faktor (1 — 1/n)
verkleinert. Der Anfangsfehler ry > 0 sei unabhéngig von der Zahl der Unbekannten. Weiter
benétige jeder Rechenschritt O (n?) arithmetische Operationen fiir n — oo.

a) Beweisen Sie, dass fiir die Anzahl A(n) der arithmetischen Operationen, die notwendig
sind, um den Fehler unter eine vorgegebene Schranke ry > ¢ > 0 zu driicken,

A(n) =0 (n*) fiir n — oo
gilt.

b) Es gelte die zusétzliche Vorraussetzung, dass fiir die Anzahl der arithmetischen Opera-
tionen P(n) pro Rechenschritt P(n) > Cn? mit einer Konstanten C' > 0 gilt. Zeigen Sie,
dass das Ergebnis aus a) im folgenden Sinne optimal ist: Es gibt Konstanten C;, Cy > 0
so, dass fiir alle n € N

Cy-n* < An) < Cy-n?

gilt.
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