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Aufgabe 15 Dichten d-dimensionaler Normalverteilungen

Es sei A ∈ Rd×d eine invertierbare Matrix, Σ := AAT und m ∈ Rd ein Spalten-
vektor. Die d-dimensionale Normalverteilung Nd(m, Σ) ist definiert als Bild der
d-dim. Standardnormalverteilung Nd(0, Id) unter der Abbildung Lx := m + Ax.
Zeigen Sie, dass Nd(m, Σ) die folgende Lebesgue-Dichte hat:

f(x) =
1

(2π)d/2|detA|
e−(x−m)T (AAT )−1(x−m)/2.

Anleitung: Transformationssatz.

Aufgabe 16

Es seien (Xn)n∈N unabhängige, R-wertige Zufallsvariable mit den Verteilungen

PXn = pnδ0 + (1− pn)δ1

für pn ∈]0, 1[ für n ∈ N.

Es gelte
∞∑

n=1

pn(1− pn) = ∞.

Zeigen Sie, dass für Sn = X1 + . . . + Xn der zentrale Grenzwertsatz gilt.
Gilt der zentrale Grenzwertsatz auch ohne diese Summenbedingung?

Aufgabe 17

Für p ∈]0, 1[ und n ∈ N betrachte man die Verteilungsfunktion Fn,p der Zufallsva-
riablen 1√

np(1−p)
(Sn − np) für eine Bn,p-verteilte Zufallsvariable Sn.

a) Bestimmen Sie eine Konstante C = C(p), so dass

‖Fn,p − Φ‖∞ ≤ C/
√

n

für n ∈ N gilt. Dabei ist Φ die Verteiltungsfunktion von N(0, 1).



b) Zeigen Sie für die Binomialverteilungen Bn,1/2

lim
n→∞

√
4πn B2n,1/2({n}) = 2.

(Tipp: Stirling-Formel!)
Folgern Sie hieraus, dass

‖F2n,1/2 − Φ‖∞ ≥ c̃/
√

n

für eine Konstante c̃ > 0.

Aufgabe 18

Es sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Xn)n∈N eine Folge von Zufalls-
variablen Xn : Ω → Rd, so dass für jedes ω ∈ Ω X(ω) := lim

n→∞
Xn(ω) existiert.

Zeigen Sie, dass X ebenfalls eine Zufallsvariable ist.
(Tipp: B(Rd) wird von den offenen Mengen erzeugt!).


