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Aufgabe 27:
Sei Ω eine offene beschränkte Teilmenge des IRn.

(a) Zeigen Sie, dass

||f ||p :=
(

∫

Ω

|f(x)|p dx

)1/p

für p = 1 und p = 2 eine Norm auf C0(Ω, IR) := {f : Ω → IR |f stetig } definiert.
(Dies gilt für alle p ≥ 1. Die Vervollständigungen heissen Lp(Ω) Räume)

(b) Zeigen Sie, dass die von ||f ||p erzeugte Topolgie nicht mit der kompakten Topologie auf
C0(Ω, IR) übereinstimmt.

Aufgabe 28:
Sei (X, d) ein vollständiger metrischer Raum und sei f : X → X.

(a) Sei f eine Kontraktion, d,h.es gibt eine Konstante 0 < k < 1 mit d(f(x), f(y)) ≤ k d(x, y)
für alle x, y ∈ X. Zeigen Sie, dass f einen eindeutigen Fixpunkt x ∈ X besitzt, d.h f(x) = x.

(b) Gilt (a) auch falls k = 1 ?

(c) Finden Sie ein Beispiel eines nicht vollständigen metrischen Raumes und einer Kontrak-
tion ohne Fixpunkt.

Aufgabe 29:
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Definiere die folgende Menge U von Teilmengen von X×X:

U ∈ U ⇔ ∃ǫ>0 {(x, y) ∈ X × X | d(x, y) < ǫ} ⊂ U

Zeigen Sie:
(a) Aus U ∈ U und U ⊂ V folgt V ∈ U .

(b) Aus U1, ..., Un ∈ U folgt
n
⋂

i=1

Ui ∈ U .

(c) {(x, x) | x ∈ X} ⊂ U, ∀U∈U ,

(d) Aus U ∈ U folgt {(x, y) ∈ X × X | (y, x) ∈ U} ∈ U .

(e) Aus U ∈ U folgt {(x, y) ∈ X × X | ∃z∈X (x, z) ∈ U, (z, y) ∈ U} ∈ U .

( U mit den Eigenschaften (a)-(e) heisst eine uniforme Struktur auf X.)

Aufgabe 30:
Seien (X, d), (Y, ρ) metrische Räume. Sei U die uniforme Struktur aus Aufgabe 29 auf X

und V die uniforme Struktur auf Y

Zeigen Sie, dass f : X → Y genau dann gleichmässig stetig ist wenn

(f × f)−1(V ) ∈ U für alle V ∈ V.


