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Aufgabe 1

Es sei X ein kompakter metrischer Raum. Zeigen Sie:

a) X ist vollständig.

b) A ⊂ X ist genau dann kompakt, wenn A abgeschlossen in X ist.

Aufgabe 2

Untersuchen Sie, ob für die nachfolgenden Funktionen f : R2\{(0, 0)} → R die Grenzwerte

lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)

)
lim
y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)

existieren, und berechnen Sie diese ggf. Ist f stetig? Läßt sich f in (0, 0) stetig ergänzen?

a) f(x, y) =
(x + y)2

x2 + (x− y)2
b) f(x, y) =

cos(xy)− 1

x4 + y4
c) f(x, y) =

sin(xy2)

x2 + y2

Aufgabe 3

a) Untersuchen Sie die folgenden Funktionen f : R2 → R auf Stetigkeit:

i) f(x, y) =


x(ey − 1)

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0 , (x, y) = (0, 0)

ii) f(x, y) =


sin xy

y
, y 6= 0

x , y = 0

b) Für welche α > 0 läßt sich g(x) =
x1x2 ... xn

‖x‖α
2

(x ∈ Rn, x 6= 0) in 0 stetig fortsetzen?

Aufgabe 4

Es seien T : Rn → Rm eine lineare Abbildung, eν , ν = 1, ..., n, die Einheitsvektoren des
Rn und Ej, j = 1, ...,m, die Einheitsvektoren des Rm.

a) Beschreiben Sie T (eν) als Linearkombination der Ej und zeigen Sie, dass es eine
(m,n)-Matrix A gibt mit T (x) = Ax für x ∈ Rn.

b) Zeigen Sie für x ∈ Rn: ‖T (x)‖2 ≤ max
ν=1,...,n

‖T (eν)‖2‖x‖1



Aufgabe 5 *

Es sei X := C([0, π]) versehen mit der L2-Norm ‖f‖2 =

 π∫
0

f 2(x)dx

 1
2

.

Weiter sei B := {f ∈ X : ‖f‖2 ≤ 1} die abgeschlossene Einheitskugel in X.

a) Zeigen Sie, dass B beschränkt und abgeschlossen ist, aber nicht kompakt.

b) Zeigen Sie, dass X nicht vollständig ist.

Bemerkung: Aufgabe 5 ist eine freiwillige Zusatzaufgabe. Bearbeitungen (nur zu dieser
Aufgabe!) bitte in Briefkasten Nr.30 einwerfen. Punkte werden für diese Aufgabe nicht
verteilt.


