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Aufgabe 11

a) Bestimme die Eigenwerte und Eigenrdume folgender Matrix A € R**%:

A:G 1)

(Dabei soll das charakteristische Polynom (sofern bekannt) nicht benutzt
werden.

Und ein kleiner Tipp: Betrachte die Matrix A — \Es.)

b) Sei K ein Korper und seien dj, ...,d, € K. Bestimme die Eigenwerte und
Eigenrdume der Diagonalmatrix

d
D := Diag(dy,...,d,) =

Aufgabe 12

Es sei n € N und wie frither V' = Pol,, (R, R) der Vektorraum der Polynomfunk-
tionen von Grad < n auf R sowie D : V' — V der durch D(f) = f’ (gewdhnliche
Ableitung) gegebene Endomorphismus von V. Bestimme alle Eigenwerte und Ei-
genvektoren von D. (Es gibt nicht viele.)

Zusatzfrage (*): Was dndert sich, wenn wir fiir V' den Vektorraum aller differen-
zierbaren Funktionen nehmen ?

Aufgabe 13
Wir betrachten eine reelle 2 x 2-Matrix der Gestalt

S:(Z _2) wobei a,b, € R, a> +b* =1,
sowie die zugorige lineare Abbildung
Fs:R* - R?* 7w~ S7.

In der Vorlesung hatten wir gezeigt, dass es einen Eigenvektor v zum Eigenwert
1 gibt. Die Gerade g := Rv C R? besteht aus Fixpunkten von Fj.
(Bitte wenden.)



a) Zeige, dass auch —1 ein Eigenwert von Fyg ist und bestimme einen zugehori-
gen Eigenvektor w.

b) Zeige, dass v und w aufeinander senkrecht stehen (beziiglich des Standard-
skalarproduktes).

c) SchlieBe aus b), dass Fg die orthogonale Spiegelung an der Geraden g ist,
d.h. fiir jeden Vektor u ¢ g steht der Verbindungsvektor von u zum Bild-
punkt Swu senkrecht auf g.

Aufgabe 14

Die Voraussetzungen seien wie in Aufgabe 13, ferner sei o € [0,27) so, dass
a = cos «, b= sina. Beweise die letzte Behauptung von Satz 2.8.25: die Gerade
g schlieBt mit der z;-Achse den Winkel a/2 ein. (Schulmathematik {iber die
Winkelfunktionen wird benotigt.)

Aufgabe 15 (%)

Die folgende Aufgabe gestattet eine Zuriickfithrung der direkten Summe von
k > 3 Unterrdumen auf die gut bekannte direkte Summe von zwei Unterrdumen
(allerdings mehrfach angewendet).

Folgendes soll bewiesen werden: Seien Vi, ...V, Untervektorrdume von V' und fiir
jedes i € {1,...,k — 1} sei die Summe W; + V;1; direkt (also W; N Vi1 = {0}),
wobei W; := V] + Vo + -+ 4V, gesetzt ist. Dann ist die Summe V) + V5 + .- -+ 1V
aller £ Unterrdume eine direkte Summe.



