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Aufgabe 46
Sei folgende Matrix A ∈ R6×6 gegeben:

A =


1 2 −3 1 4 −2
2 1 −3 2 9

2
−5

2

2 0 −2 2 4 −2
1 0 −2 3 4 −1
0 0 1 −2 −2 0
0 2 −1 −2 −1 −1

 .

Bestimme eine Basis B so, dass MB
B (FA) Jordangestalt hat.

Hinweis: Das charakteristische Polynom von A ist PA = X6 und eine Basis von
Kern(FA) ist gegeben durch ((1, 2, 2, 1, 0, 0)t, (2, 1, 0, 0, 0, 2)t). .

Aufgabe 47
Sei F : V → W linear und F ∗ : W ∗ → V ∗ die duale Abbildung.

a) Zeige, dass für den Kern von F ∗ gilt

Kern(F ∗) = Bild(F )
◦
.

b) Seien jetzt V und W endlichdimensional. Folgere aus a), dass dim Kern(F ∗) =
dim W − dim Bild(F ) und rang F ∗ = rang F .

c) Beweise mit Hilfe von b), dass für jede Matrix A ∈ Kn×m der Zeilenrang
gleich dem Spaltenrang ist.

Aufgabe 48 (für Diplom)
Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, U ⊆ V ein Untervektorraum
und U

◦ ⊆ V ∗ sein Annulator. Betrachte die Menge

Ũ := {x ∈ V | ∀ϕ ∈ U
◦

: ϕ(x) = 0}.

Zeige, dass Ũ ein Unterraum ist und dass Ũ = U gilt.

(Bitte wenden.)



Aufgabe 48 (für Lehramt)
Betrachte die Matrix 

1 0 0 0 1
1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
1 0 1 1 0
0 1 0 1 1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0


als Matrix

a) in F7×5
2 ,

b) in R7×5.

Es sei U ⊆ K7 (K = F2 bzw. K = R) der von den Spalten von A erzeugte
Unterraum. Bestimme in jedem der beiden Fälle ein homogenes LGS mit U als
Lösungsmenge.
(Kurze Erläuterung des Lösungsweges. Wie sieht die Gesamtheit aller Lösungen
aus?)

Aufgabe 49

Es sei V = F4
p für eine Primzahl p und U = Lin{


1
3
−2
1

 ,


2
0
2
2

}.
a) Gib eine Basis von V/U an.

b) Gib eine Basis des Annulators U
◦ ⊆ V ∗ an.

Aufgabe 50(∗)
Seien V und W zwei K-Vektorräume und F : V → W linear. Sei A = (a1, . . . , an)
eine Basis von V und B = (b1, . . . , bm) eine Basis von W . Zeige den Satz 4.1.3
der Vorlesung, nämlich dass für die Darstellungsmatrix der dualen Abbildung F ∗

bezüglich der dualen Basen gilt MB∗
A∗(F ∗) = MA

B (F )t.


