Prof. Dr. Rudolf Scharlau SS 2006
Sebastian Sauer

Lineare Algebra und analytische Geometrie I
Ubungsblatt 12

Abgabe bis Di den 27.06.06, 16:00 Uhr, in die Késten im Mathefoyer bzw. in den
Ubungsgruppen.

Aufgabe 56

Es sei (V,(—,—)) ein euklidischer Vektorraum und ¢ : V' — R linear. Zeige,
ohne den allgemeinen Satz 4.3.12 der Vorlesung zu benutzen, dass es dann einen
eindeutigen Vektor v € V' gibt, so dass p(x) = (x,v) fiir alle z € V.

Hinweis: betrachte den Kern von .

Aufgabe 57
Auf dem R* sei die Bilinearform b(v, w) = v* Aw durch folgende Matrix gegeben:
10 0 O
01 0 O
A= 00 -1 0
00 0 -1

Bestimme die Orthogonalriume folgender Unterrdume:

1 0
. 0 1

a) U1:L111{ ol 11 }a
1 0
1 1
. 0 0

b) U, = Lin{ ol |1 }
1 0

Handelt es sich dabei jeweils um orthogonale Komplemente?
Bestimme auch die Grammatrizen der Einschrinkung by, beziiglich obiger Basen.

Was fallt dir auf?

(Bitte wenden.)



Aufgabe 58
Es sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und ¢q, ..., @, € V*. Zeige, dass die
folgenden Bedingungen dquivalent sind:

(1) ¢1,...,pn ist eine Basis von V*.
(ii) Kerng; NKerngs N--- N Kerng,, = {0}
(iii) Die Abbildung V- — K™, v — (¢1(v), p2(v), ..., n(v))" ist bijektiv.
Hinweis: Benutze den von den ¢; erzeugten Unterraum W von V*.

Aufgabe 59 Diplom

2 4+ 0
Uberpriife, ob es sich bei der durch A := | —i 2 —i | gegebenen Abbildung
0 2 2

b(z,y) = 2 Ay auf dem C? um eine hermitesche Form und ggf. um ein komplexes
Skalarprodukt handelt.

Aufgabe 59 Lehramt
Zeige fiir den Verbindungsraum zweier affiner Unterrdume eines K-Vektorraumes
die folgende Formel:

(CLl + Ul) V (GQ + Ug)

_ CL+<U1+U2) Wennae(a1+U1)ﬂ(a2+U2)7é®
a1 + K(as —a1) ® (U + Uy)  wenn (ay + Uy) N (ag + Us) =0

Hinweis: man kann direkt mit der Definition arbeiten: zu zeigen ist, dass die
rechte Seite der kleinste affine Unterraum ist, der a; + U; und as + U, enthélt.

Aufgabe 60(x)

a) Essei V ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum. Gib unter Benut-
zung des Homomorphiesatzes einen kanonischen (d.h. nicht von der Wahl
einer Basis abhéngigen) Isomorphismus (V/U)* = U° an, wobei wie frither
U° den Annulator von U in V* bezeichnet.

b) Fiir eine symmetrische Bilinearform b auf V' ist der Kern der Abbildung b
V — V*, v+ b(—,v) offenbar der Orthogonalraum V+ des Gesamtraumes
V. Sei V endlich-dimensional. Zeige, dass das Bild genau der Annulator von
Vst

c) Wende unter den Voraussetzungen von b) den Homomorphiesatz auf die

Abbildung b (und ihren Kern) an. Was ist das Ergebnis, wenn man noch a)
und b) beriicksichtigt?



