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Bearbeiten Sie die folgenden Aufagaben nach Mdglichkeit schriftlich. Es konnen
nicht alle Aufgaben in den Ubungen besprochen werden.

Aufgabe 32 HAprpPY HARRY

Happy Harry ist ein zerstreuter Professor. Er besitzt zwei Regenschirme, die er in
seiner Wohnung und in seinem Institut deponiert hat. Regnet es und ist Happy
Harry unterwegs zur Wohnung oder zur Arbeit, dann nimmt er einen Schirm mit,
sofern vorhanden. Harry ist sehr zerstreut und achtet nicht darauf, dafl stets ein
Schirm an jedem Ort ist. Es regnet mit Wahrscheinlichkeit p € (0,1) und Happy
Harry geht téglich zu Ful zur Arbeit oder nach Hause, unabhéngig vom Wetter.
a) Sei &, : Q — {0, 1,2} die Zufallsvariable, die angibt, wie viele Schirme sich zur
Zeit n an Harrys Aufenthaltsort befinden. Zeigen Sie: (&,,)nen bildet eine homogene
Markoftkette. (Begriinden Sie die Markoffeigenschaft!) Stellen Sie den Ubergangs-
graphen auf.

b) Bestimmen Sie die Ubergangsmatrix P und geben Sie die ersten Potenzen an.

Ist der Satz von Markoff anwendbar?
c) Bestimmen Sie die invarianten Verteilungen.

d) Soviel Zerstreutheit kann sich rachen: Vor dem ersten Gang zum Institut hatte

Harry 2 Schirme in seiner Wohnung. Gegen welchen Grenzwert konvergiert die
Wahrscheinlichkeit, dafl Harry ohne Schirm unterwegs ist?

e) Gegen welchen Grenzwert konvergiert die Wahrscheinlichkeit, da§ H.H. naf
wird?

Benutzen Sie in e) den Begriff der Unabhéngigkeit: Zwei Ereignisse A, B sind un-
abhdngig, falls W(ANB) = W(A)-W(B) gilt. Die Ereignisse A := { Harry hat k
Schirme im Biiro } und B :={es regnet} konnen als unabhéngig angesehen werden.
f) Haraldine schenkt Harry zu Weihnachten einen weiteren Regenschirm. Sei

& @ Q — {0,...3} wie oben definiert. Bearbeiten Sie die Aufgabenteile a)—e)
in diesem Fall.

Aufgabe 33 RUIN EINES SPIELERS.

Ein Spieler spielt ein faires Gliickspiel, bei dem der Einsatz in jeder Spielrunde 1
Euro betrigt. a sei das Startkapital, §; € {—1, 1} bezeichne den ”Gewinn” bei der
i—ten Runde. Z,, = Z,(a) bezeichne das Kapital des Spielers nach n Runden. Der
Spieler benotigt ein Kapital von b > a Euro, und er ist nicht kreditwiirdig. Da-
her wird das Spiel beendet, sobald Z,, den Wert 0 oder b erreicht. (Absorbierende
Zusténde)

a) Geben Sie den Ubergangsgraphen und die Ubergangsmatrix an.

b) Bestimmen Sie die invarianten Verteilungen. Ist der Satz von Markoff anwend-
bar?



c) Sei R = R(a) :={3n € N: Z, = 0}, mit W(R) werde die Ruinwahrschein-
lichkeit bezeichnet. Zeigen Sie, daf folgende Relation gilt:

W (R|Zm = k) = L (W(R|Zp = k+1) + W(R|Z,, = k — 1))

fir alle k € {1,...,b— 1} (unabhéngig von m).

Folgern Sie daraus: W(R|Z,, =a) =1—a/b.

d) Beschreiben Sie — z.B. fiir b = 4 — das Grenzverhalten der Markoffkette 7,
bei gegebenem Starkapital a € {0,...,b}.

Aufgabe 34 Betrachten Sie eine zeitlich homogene Markoffkette auf dem Zu-
standsraum {1,..., N}, deren Ubergangswahrscheinlichkeit eine Dreibandmatrix
ist, wobei die Rénder 1 und N totalreflektierende Zustédnde sind. Geben Sie den
Ubergangsgraphen an.

a) In den Zeilen 2 < i < N — 1 seien die Koeflizienten p; ;_1, p; i, piiv1 # 0. Ist
der Satz von Markoff anwendbar?

b) Bestimmen Sie die invarianten Verteilungen. Betrachten Sie zunédchst den Spe-
zialfal N = 5,p;i-1 =D, pii =" Diiv1 =¢, p+q+r =1, 1<i <5,

c) Versuchen Sie fiir das in der Vorlesung skizzierte Diffusionsmodell (zwei Hun-
de mit a roten bzw. b schwarzen Fléhen treffen sich regelmdfig) die invarianten
Verteilungen zu bestimmen. (Betrachten Sie insbesondere den Spezialfall a = b.)

Aufgabe 35 (X,,) sei eine zeitlich homogene Markoff Kette auf dem Zustands-
raum {0,...,4}. Die Kette starte in X, = 1 und habe die Ubergangsmatrix

1 o 0 0 0

1/4 1/4 1/4 1/4 0

P .= 0 1/4 1/4 1/4 1/4

0 1/4 1/4 1/4 1/4

o 0 0 0 1
a) Geben Sie den Ubergangsgraphen an.
b) Geben Sie die Verteilungen pt* fiir 0 <4 < 3 an.
c) Bestimmen Sie die invarianten Verteilungen. Ist der Satz von Markoff anwend-
bar?
d) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, daf die Kette den (absorbierenden) Zu-
stand 4 irgendwann erreicht.
e) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, daf§ die Kette X, fir 0 < n < N die
Friedhofe 0 und 4 nicht erreicht.

Aufgabe 36 Als Emmanuel Kant und Leonhard Euler noch in Kénigsberg pro-
menierten hatte die Stadt 7 Briicken (siehe Skizze), die die einzelnen Stadtteile
verbanden. (Bekanntlich entwickelte sich an der Diskussion iiber die moglichen
Wege iiber diese Briicken die Graphentheorie.) Eine Kutsche, die durch die Stadt
fahrt kann als Markoffkette aufgefafit werden, deren Zustandsraum die Stadttei-
le A,B,C, D, E sind. (C und E seien durch keine Briicke, sondern durch eine in
beiden Richtungen befahrbare Strafe verbunden.) Der Kutscher wéhlt, wenn er
sich in einem Stadteil befindet, eine der moglichen Verbindungen in einen anderen
Stadteil, jeweils mit gleicher Wahrscheinlichkeit. Stellen Sie den Ubergangsgraphen
und die Ubergangsmatrix auf.

a) Was lafit sich tiber das Langzeitverhalten der Wahrscheinlichkeiten, daf sich

2



die Kutsche im Stadtteil A, B, ... befindet, aussagen?

b) Die Stadtverwaltung beschlieit, ein Einbahnsystem einzufithren: Und zwar sei-
en die Wege A - B,.B—- D,D —-FEF—AA—-CC—-DB—-CFE-—C
Einbahnen.

c) Das Verkehrsamt erhélt einen neuen Leiter. Der entscheidet, dafl die Richtung
einer Einbahn geéndert wird: D — C' statt C' — D.

d) Nach negativen Erfahrungen kehrt man zunéchst zuriick zum Verkehrsplan b).
Dann werden Fulgéngerzonen eingerichtet: Die Briicken zwischen B und C' sowie
B und D werden fiir Kutschen gesperrt, dagegen wird die Briicke von B nach A
in beiden Richtungen fiir den Verkehr freigegeben.

Geben Sie in b) — d) die U-Graphen und die U-Matrizen an und bestimmen Sie
jeweils das Langzeitverhalten.

Stadtplan (Skizze) Graph (ungerichtet)
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