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Aufgabe 51 a) Wiederholen Sie den Beweis der Vorlesung: Seien & und 7 beide 0-1-wertige Zu-
fallsvariable. Dann gilt: (£, n) sind unkorreliert, genau dann, wenn sie unabhdngig sind.

b) Seien A, B,C' € X, mit AN (BUC) =0 und 0 < W(A), W(B) = W(C).

Dann sind (£ := 14, 1 := 1 — 1¢) unkorreliert, aber nicht unabhingig.

c) Der Zufallsvektor X = (&1,&2) besitze eine Standard Normalverteilung Ny ;. Dann sind (&, &2)
unabhéingig. Es sei A € GL(R,d) und Y = (1, 12) := AX = (o) + &, 7€ + 6&;). Bestimmen Sie
die Kovarianzmatrix Cov(Y) = (E(, - M) 1<ij<o-

Zeigen Sie: Die GauBschen ZV (11, n2) sind unkorreliert genau dann, wenn sie unabhdngig sind.

Aufgabe 52 Die Dauer eines Telefongesprichs bei der Telefongesellschaft XY kann als E,—verteilte
Zufallsvariable aufgefafit werden. z — K (x) sei die Kostenfunktion

K(z) := a-1om)(@) + (a+b(z —To)) - Lay,m (@) + (a+b(Th = To) +c(z = T1)) - Lz 00) ()

(Die Kosten setzen sich zusammen aus einem Sockelbetrag der Hohe a, steigen linear mit Steigung b
zwischen T und 77 und steigen (langsamer) mit Steigung c¢(< b) ab T}).

Berechnen Sie die mittleren Kosten eines Telefongesprichs.

Es wird ein neuer Quasseltarif eingefiihrt: Mit neuer Kostenfunktion K., (z) := K(x) fir z < Tj,
und := K(7T7) fiir # > T). Berechnen Sie die mittleren Kosten fiir den neuen Tarif.

Aufgabe 53 Seien §;,7 > 1, unabhéngige N, ,2-verteilte Zufallsvariable. Mit S,, werde die Par-
tialsumme > 7§ bezeichnet. Versuchen Sie, eine moglichst gute Abschitzung der (beidseitigen)
Schwinze W (|15, — a| > €) anzugeben. (Besser als die Ungleichungen die in der Vorlesung be-
wiesen wurden).

a) Dazu beachte man (1), daf S,, nach einer Normalverteilung verteilt ist (Geben Sie die Parameter
an)

(2), daB eine Normalverteilung ein affines Bild einer Standardnormalverteilung ist. Man kann das
Problem also auf Ny ; zuriickfiihren.

b) Fiir eine Ny ;-verteilte Zufallsvariable X zeige man fiir n > 0 die folgenden Abschétzungen (fiir
die rechten Schwénze):

T 1o exp (—n?/2) < WH{X > n}) < = - exp (—17%/2) (n>0)
[[ Fiir die rechte Ungleichung beachte man, da [*exp (—2?/2)dx < | [*wexp(—2?/2)dw, die

linke Ungleichung folgt &hnlich durch partielle Integration von [* 2? - exp (—2°/2) dx ﬂ

Aufgabe 54 (Elemente der Stichprobentheorie) Es seien &y, &;,1 < i < n, unabhéngige re-
elle Zufallsvariable (”Stichproben”) mit Verteilung & (W) = p, mit Erwartungswert E(§;) = a und
Varianz V(§;) = 0 > 0. Es existiere eine weitere Folge reeller Zufallsvariabler 7y, 7; mit Verteilung
v, mit Verteilungsfunktion F', Erwartungswert E(7;) = b und Varianz V(7;) = p* > 0. Dabei wird
zusitzlich vorausgesetzt, dafl die gemeinsame Verteilung von (&;, n;) gleich der Verteilung von (&, 1)
ist (fiir alle i) und daf die R%-wertigen Variablen ((&;,7;),1 < ¢ < n) unabhingig sind. Man definiert:
o X" .= 1.5, (empirischer) Mittelwert oder Stichprobenmittel,

wobei S, := Y] & gesetzt wird. Analog sei der Mittelwert v™ der Stichprobe (7;) definiert.

I TAR S W » heifit die (empirische) mittlere quadratische Abweichung,

n—1



— )\ 2
wobei T,, := Y} ({, _ X )> gesetzt wird, und entsprechend sei die mittlere quadratische Abwei-

chung der Stichprobe (7;,7 > 0) definiert.

Die (empirischen) Kovarianzen der Stichproben (&;, 7;),7 > 0, definiert man als

° U(n) = ﬁ - R,

wobel R, ==Y} <§¢ — Y(n)> : (m ™ > gesetzt wird.

Die empirische Verteilungsfunktion der Stichprobe (&;)?; vom Umfang n sei definiert als die
Zufallsvariable

° 7gw)(:v) Q3w F,gw)(x) = %Z L(—oo) 0 &p(w) = % ccard{k <n: &(w) < x} (xeR
1

Zeigen Sie, dafl die Zufallsvariablen Y(”),V(”)E(”) und F,(L')(x), r € R, erwartungstreue Schditzer
fiir Erwartungswert, Varianz, Kovarianz und Verteilungsfunktion sind: Zeigen Sie:

a) EX")=a=E(&) al) geben Sic V(X") an,

b) E(V n)) =02 =V (&),

c) zeigen Sie : E(é(”)) = C(&0,0)

[[V(") - <Zi g-1y,. @.gj) und O = L (Zi Emi — 3 2 &m) ﬂ
d) E(wHFéw)(aZD =F(z), z€R

e) Zeigen Sie iiberdies: X" La= E(&) (stochastische Konvergenz). Geben Sie eine Abschétzung

fiir die Konvergenzgeschwindigkeit an.

f) Zeigen Sie: Fiir jedes x konvergieren F (x) — F(x) stochastisch.

[[ Fiir jedes feste z € R ist die Zufallsvariable w — F\*) (x) B(n,p)-verteilt mit p = F(x). ﬂ

g) Mit den obigen Bezeichnungen sei fiir festes w € Q und zugehorigen Stichprobenwerten {x; :=
&i(w),y; == ni(w)} eine Wahrscheinlichkeitsverteilung W) auf R? — die empirische Verteilung —

definiert durch W) .= % © Y E(wiy)- Betrachten Sie den Wahrscheinlichkeitsraum (RQ,BQ, W(“’)).
1

E®) bezeichne den Erwartungswert beziiglich W), analog seien die Varianz V) und Kovarianz
C©) definiert. Geben Sie auf R? definierte reelle Zufallsvariablen (£,7) an, fiir die gelten:

E@)(¢) = y("), E® (n) = V™ und W (E<2)= F,(Lw)(z), z €R. [[ Randverteilungen von W) ]]
Bestimmen Sie auch V& (&) und C@) (¢, )

Aufgabe 55 (Schriftlich bearbeiten) Das Weimarer Wiirfelménnchen ist ein Wiirfel in der Form
einer hockenden menschlichen Figur mit den Augen 1,...,6. (Es ist nicht bekannt, ob er von J.W.
Goethe benutzt wurde.)

a) Nach 150 Wiirfen (mit einem Replikat) beobachtet man folgendes FErgebnis:

4 353524632365 433425534555 2265 5
5424425 3332444342244 435125 232 2
525145263115 2355313364335 55525
4532242632225 333234625 41562543 2
56 54643236565 2355213452334 35 36

Ist der Wiirfel annéhernd ideal?
Geben Sie Schitzungen an fiir p; := W (Augenzahl = i) fiir 1 <1i < 6.
Geben Sie die empirische Verteilungsfunktion der Augenzahl an.
Geben Sie Schitzungen fiir den Median und die Quartile der Augenzahl an.
b) Bei einem weiteren Versuch wurden nach 1500 Wirfen folgende Ergebnisse erzielt:
Augenzahl 1 2 3 4 5 6
Anzahl 68 332 341 257 361 131
Wie lautet nun die Antwort auf die Frage, ob der Wiirfel ideal ist?
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