
UNIVERSITÄT DORTMUND
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1. Gegeben sei das Polynom P (x, y) := (y − x2)(y − 3x2) auf R2.
a) Man berechne DP und zeige, dass (0, 0) der einzige kritische Punkt von P ist.
b) Man zeige, dass HP (0, 0) semidefinit ist und dass P kein lokales Extremum in (0, 0)
besitzt.
c) Man zeige, dass für alle h = (h1, h2)

T ∈ R2 \{(0, 0)} die Funktion φh : t 7→ P (th1, th2)
in 0 ein isoliertes lokales Minimum besitzt.

2. Für die Polarkoordinaten-Abbildung Ψ : (r, φ) 7→ (r cos φ, r sin φ) berechne man
detDΨ(r, φ). Wo ist Ψ ein lokaler C∞-Diffeomorphismus? Für r2 = x2 +y2 > 0 berechne
man (DΨ(r, φ))−1 und DΨ−1(x, y).

3. Die elementarsymmetrischen Polynome in 3 Variablen sind gegeben durch

σ1 = t1 + t2 + t3, σ2 = t1t2 + t1t3 + t2t3, σ3 = t1t2t3.

Wo ist die Abbildung σ : (t1, t2, t3) 7→ (σ1, σ2, σ3) ein lokaler C∞-Diffeomorphismus?

4. Es seien D ⊆ Rn offen und beschränkt und f ∈ C(D̄, Rn), so dass f |D ∈ C1(D, Rn)
gilt und alle f ′(x), x ∈ D, invertierbar sind. Man zeige, dass ‖f‖ sein Maximum nicht
in D annehmen kann und folgere

sup
x∈D̄

‖f(x)‖ = sup
x∈∂D

‖f(x)‖.

5. Für einen stetigen Kern σ ∈ C([a, b]2) wird ein Integraloperator auf C[a, b] durch

Kf(x) =

∫ b

a

σ(x, y)f(y)dy definiert. Man zeige

‖K‖ ≤ sup
a≤x≤b

∫ b

a

|σ(x, y)|dy ≤ (b− a)‖σ‖

und schließe, dass für |λ| > ‖K‖ die Integralgleichung

λf(x)−
∫ b

a

σ(x, y)f(y)dy = g(x)

für jede stetige Funktion g ∈ C[a, b] genau eine Lösung f = (λI−K)−1g in C[a, b] besitzt.


